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Abstract 

Let £ be a perfect field of characteristic p > 0, U be a variety over k and F be a power of Frobenius. We construct 
the category of overholonomic arithmetical (F-)D-modules over U and the category of overholonomic (F-)complexes 
over U. We show that overholonomic complexes over U are stables by direct images, inverse images, extraordinary 
inverse images, extraordinary direct images, dual functors. Moreover, when U is smooth, we check that unit-root 
overconvergent F-isocrystals on U are overholonomic. This implies that they are holonomic, which proves in part a 
Berthelot's conjecture. 

Resume 

Soient k un corps parfait de caracteristique p > 0, U une variete sur k et F une puissance de Frobenius. Nous 
construisons la categorie des (F-)D-modules arithmetiques surholonomes sur V et celle des (F-)D-complexes sur- 
holonomes sur U. Nous montrons que les complexes surholonomes sur U sont stables par images directes, images 
inverses, images inverses extraordinaire s, images directes extraordinaires, foncteurs duaux. De plus, dans le cas lisse, 
nous verifions que les F-isocristaux surconvergents unites sont surholonomes. Cela implique que ceux-ci sont holo- 
nomes, ce qui prouve en partie une conjecture de Berthelot. 
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Introduction 

Donnons-nous ¥ q , un corps fini de caracteristique p, et X une variete sur F 9 (i.e. un F^-schema separe et de type 
fini). Afin de prouver la rationalite de la fonction zeta de Weil associee alet surtout de leur donner une interpretation 
cohomologique qui fut conjecturee par Weil, l'idee de Grothendieck fut de generaliser ces fonctions a des coefficients 
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smX plus generaux, le coefficient constant redonnant la fonction zeta deX. Ces coefficients, les Q/-faisceaux construc- 
tibles (pour la topologie etale), avec I un nombre premier different de p, verifient les trois proprietes fondamentales 
suivantes : 

1. Lorsque X est reduit a un point, les Q/-faisceaux constructibles sont les Q/-espaces vectoriels de dimension 
finie ; 

2. lis contiennent les coefficients constants ; 

3. lis sont stables par les six operations cohomologiques de Grothendieck, a savoir ®, 'Mom, /*,/*, f\ et f\ 

Les operations cohomologiques permettent de changer de varietes. Afin d'etablir 1' interpretation cohomologique des 
fonctions, dites L, associees aux Q/-faisceaux constructibles, il procede alors, grace a la stabilite de la constructibilite, 
a une recurrence sur la dimension de X (en effectuant des fibrations). 

Nous aimerions avoir une analogie p-adique de ceci, i.e., construire une categorie de Q p -faisceaux ou de complexes 
de Qp-faisceaux smX qui verifie les trois proprietes ci-dessus. A cette fin, l'idee de Berthelot est, en s'inspirant de la 
caracteristique nulle, d'elaborer une theorie de V-modules arithmetiques. 

Plus precisement, soient V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0, p) de corps 
residuel parfait k, CP un V-schema formel lisse et P sa fibre speciale. Berthelot construit alors le faisceau des operateurs 
differentiels d'ordre infini et de niveau fini sur CP, T>\ Q (voir HBer96cl ), que Ton peut voir comme le complete faible 
tensorise par Q du faisceau des operateurs differentiels usuels sur CP, CDy. D'oil la notion de CD-modules arithmetiques 
sur CP, i.e., de T)Jp ^-modules (toujours a gauche par defaut). Ensuite, apres avoir defini l'holonomie en s'inspirant de 
la caracteristique nulle ([Ber02, 5]), apres avoir construit leurs operations cohomologiques ([Ber02, 2,3,4]), il donne 
les conjectures de base (voir |Ber02 5.3.6]) sur la stabilite de l'holonomie. Si celles-ci etaient exactes, nous pourrions 
definir les foncteurs g + , g + , g< et g' au niveau des varietes sur k de facon analogue a ceux definis ici dans 14.191 pour 
les complexes surholonomes. De plus, les F-complexes holonomes (le symbole « F » signifie que les complexes sont 
munis d'une action de Frobenius) constitueraient ainsi une categorie de coefficients stables par les cinq operations 
cohomologiques de Grothendieck ig), g+, g + , g\ et g- ainsi que par le foncteur dual, le produit tensoriel externe. 
Pour l'instant, seule la stabilite de l'holonomie par produits tensoriels externes (|Ber02 5.3.5.(v)]) et foncteurs duaux 
( llVirOOl III.4.4]) est obtenue dans le cas general. Rappelons que, lorsque CP est une courbe, sa stabilite par foncteur 
cohomologique local a deja ete validee ([Car06b 2.3.3]). 

Cependant, afin de disposer d'une bonne cohomologie p-adique, nous proposons ici, une approche legerement 
differente : nous remplagons l'etude de l'holonomie par celle de la surholonomie. Les liens entre ces deux notions 
sont les suivants : un F-D-module arithmetique surholonome est holonome. De plus, la reciproque est validee si et 
seulement si la conjecture sur la stabilite de l'holonomie par foncteur cohomologique local est exacte (voir l8.2b . 

Decrivons maintenant le contenu de cet article. 

Nous donnons dans la premiere partie quelques rappels sur les CD-modules arithmetiques qui nous seront utiles. 
Nous formulons dans une deuxieme partie un critere d'holonomie. II nous permettra d'etablir qu'un F-CO-module 
arithmetique surholonome est holonome. 

Nous introduisons dans le troisieme chapitre la notion de F-Tilp ^-modules surholonomes et de F-complexes 

de COj, Q-modules surholonomes. Cette appellation vient du fait qu'un F -CO y ^-module surholonome est holonome. 
Soient / : CP' — > CP un morphisme de V-schemas formels lisses. Nous prouvons la stabilite de la surholonomie par fonc- 
teurs duaux, par foncteurs cohomologiques locaux, par images inverses extraordinaires et images inverses par /. De 
plus, lorsque / est propre, nous obtenons sa stabilite par les foncteurs images directes et images directes extraordinaires 
par /. La stabilite par produits tensoriels internes et externes reste conjecturale. 

Nous construisons dans la quatrieme partie, pour toute fc-variete U plongeable dans un V-schema formel propre et 
lisse, la categorie des (F-)complexes surholonomes sur U que Ton note (F-)D^ mhol (T>u). Nous definissons ensuite le 
foncteur dual sur U note Dy : Z)k ul . hol (CD;y) — > D^ mhol (T>(j). Pour tout morphisme g : U' — » U de k- varietes (on suppose 
ici qu'il existe des V-schemas formels propres et lisses dans lesquels U et U' peuvent se plonger respectivement), nous 
construisons, sur les categories de F-complexes surholonomes correspondantes, les images directes, images directes 
extraordinaires, images inverses extraordinaires, images inverses par g que Ton designe respectivement par g + , g\, g\ 
g + (voir 14.191 . De plus, nous prouvons la stabilite de la surholonomie par celles-ci. 

Dans la cinquieme partie (et dans la quatrieme partie pour le cas simple), nous construisons pour toute variete 
U sur k, la categorie des (F-)D -modules arithmetiques surholonomes sur U, que Ton note (F-)97ly. On obtient la 
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categorie (F-)D b (Wly), ce qui donne un analogue de (F-)D^ alhol (T> u) . On definit de plus le « coefficient constant sur 
U » note Gjj. 

Soit U une variete sur k se plongeant dans un V-schema formel propre et lisse. Dans une sixieme partie, nous 
definissons les fonctions L associees aux F-complexes surholonomes sur U et nous en donnons une formule cohomo- 
logique. Cela correspond a une extension de la formule cohomologique d'Etesse et Le Stum des fonctions L associees 
aux F -isocristaux surconvergents sur U (voir JELS93J). La preuve se fait par recurrence sur la dimension de U en se 
ramenant a la situation geometrique deja connue (voir [Car04bQ. Remarquons que l'hypothese que U se plonge dans 
un V-schema formel propre et lisse est surement evitable (il s'agit d'etendre les operations cohomologiques via des 
diagrammes de topos ||Ber74| V.3.4.1]), mais nous ne nous sommes pas interesse a ce point. 

Soient 3 un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme lisse de P et T un diviseur de P tel que 
Tx '■= T HI soit un diviseur de X. Dans |Car06b, 4], lorsque 3 est une courbe propre et lisse et P = X, nous avions 
etabli l'holonomie des F-isocristaux surconvergents sur X \ Tx, ce qui avait generalise les premiers examples non 
triviaux de F-Dy ^-modules holonomes sur les courbes de Berthelot de IIBer90l 5] (le cas trivial est celui ou T est 
vide, i.e., celui ou les F-isocristaux sont convergents). Dans la septieme partie de cet article, nous obtenons les premiers 
exemples (non triviaux) en dimension superieure de F-2)-modules arithmetiques holonomes. Plus precisement, nous 
demontrons que les F-isocristaux surconvergents unites sur X\Tx surconvergents le long de Tx sont surholonomes. 
Cela implique que le coefficient constant Ojy d'une variete U sur k est surholonome. De plus, nous verifions que, 
pour toute variete U lisse sur k, le F-Dy-module arithmetique associe a un F-isocristal unite surconvergent sur U 
(voir 1 1 .20T > est surholonome. En particulier, on obtient leur holonomie, ce qui valide une conjecture fondamentale 
de Berthelot (voir IBerCG, 5.3.6.D]). II faut noter que l'utilisation de la surholonomie (et surtout de sa stabilite) est 
l'element cle de la preuve. La stabilite de la surholonomie permet ainsi de resoudre des problemes sur l'holonomie. 
Plus generalement, il est raisonnable de penser que Ton puisse etablir de maniere analogue (mais il faut au prealable 
disposer d'un theoreme de reduction semi-stable en dimension superieure : voir les travaux de Kedlaya de [Kedb| et 
|Kedc|) la surholonomie des F-isocristaux surconvergents sur les varietes lisses. II en resulterait leur holonomie, ce 
qui homologue la conjecture IBer02l 5.3.6.D] de Berthelot. Par devissage (voir [Car06a]), on en deduirait aussitot 
la stabilite par produits tensoriels de la surholonomie. Les travaux de [Car06c] sont une premiere etape dans cette 
direction. 

Nous prouvons dans la derniere partie que la conjecture |Ber02, 5.3.6.B] de Berthelot sur la stabilite de l'holono- 
mie par image inverse extraordinaire implique que les notions d' holonomie, de surholonomie, de surcoherence sont 
identiques. On en deduit que cette conjecture [Ber02 5.3.6.B] entraine en particulier (pour une version plus generale 
voir |8.9l ) la stabilite de l'holonomie par image directe par un morphisme propre de V-schemas formels lisses (ce qui 
etait conjecture dans IIBer021 5. 3.6. A]). 

Notations 

Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : les schemas formels seront notes par des 
lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre speciale par les lettres romanes correspondantes. Si / : X' — > X est 
un morphisme de schemas ou de schemas formels, on note dx la dimension de X et dx'/x l a dimension relative. 
De plus, la lettre V designera un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel parfait k de caracteristique 
p > 0, de corps de fractions K de caracteristique 0. On fixe s > 1 un entier naturel et F sera la puissance s-ieme de 
l'endomorphisme de Frobenius. Si £ est un faisceau abelien, £q designera £ ®z Q. Lorsque cela n'est pas precise, les 
modules sont des modules a gauche, les varietes sont des varietes sur k, i.e., des fc-schemas separes et de type fini. Tous 
les fc-schemas seront reduits. Lorsque nous considererons des produits de V-schemas formels (resp. ^-schemas), nous 
omettrons parfois d'indiquer SpfV (resp. Spec A;). Lorsque le symbole ensemble vide « » apparait dans une notation, 
nous ne l'indiquerons pas non plus (e.g., dans les operations cohomologiques de la section Q]lorsqu'un diviseur est 
vide ; e.g., « „ » a la place de « D^(0)q »). 

Si A est un faisceau d'anneaux, D h (A), D + (A) et D~(A) designent respectivement les categories derivees des 
complexes de .A-modules a cohomologie bornee, bornee inferieurement et bornee superieure ment. Lorsque Ton sou- 
haitera preciser entre droite et gauche, on notera alors D* ( g A) ou D* {A d ), ou * est Fun des symboles 0, +, — , ou b. De 
plus, les indices « qc », « coh », « surcoh », « parf » et « hoi » signifient respectivement « quasi-coherent », « coherent », 
« surcoherent » « parfait » et « holonome » (voir la section [1]). 
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1 Rappels sur les T> -modules arithmetiques 

Nous avons regroupe dans cette section toutes les definitions et proprietes concernant la theorie des CD-modules 
arithmetiques que nous utiliserons constamment dans ce manuscrit. Nous nous sommes done focalise sur ce qui sera 
sans cesse necessaire. Ainsi, ce survol ne se pretend pas exhaustif. Le lecteur neophyte pourra aussi se reporter a 
[Ber02 1 ou pour une version plus recente a [Keda). 

Soient X, X' deux V-schemas formels lisses, /o : X' — > X un morphisme de £-schemas sur les fibres speciales, T 
un diviseur de X tel que T' := f$ (T) soit un diviseur de X' . On note y := X\T, y' := 3t r \T' les ouverts respectifs de 
X, X'. Sauf mention explicite du contraire (e.g., pour les definitions de l'image directe et de l'image inverse extraor- 
dinaire), pour simplifier F expose, on supposera que /o se releve en un morphisme / : X' — ► X de V-schemas formels 
lisses. 

1.1 (Operateurs differentiels de niveau m). Berthelot a construit pour tout entier m > donne le « faisceau des ope- 
rateurs differentiels de niveau m sur X», qu'il note 25^ (voir BBer96cl 2]). Comme p n'est pas inversible sur Ox, 
on remarque que le faisceau 1>x des operateurs differentiels usuels sur X n'est pas coherent. Par contre, les fais- 
ceaux (D^) m6 N donne une filtration croissante exhaustive de T>% par des O^-algebres coherentes (voir par exemple 
[Ber96c] 2.2.1.7, 2.2.3.1] et remarquer que Ox n'a pas d'elements de /^-torsion). 

II a aussi construit une O^-algebre qu'il note 23^ (T) (voir llBer96cl 4.2]). Lorsque / 6 Ox releve une equation 

definissant T dans X, T>^\t) — ► Qx{t]/(f pm+[ t —p), cette derniere etant independante a isomorphisme canonique 

pres du choix du relevement /. II en deduit ainsi la construction de 23<g (T) par recollement. 

On pose enfin (T) := IB^ (T)®q x T>£ que Ton pourrait appele, s'il fallait absolument lui donner un nom, 
« complete /?-adique du faisceau des operateurs differentiels de niveau m sur X a coefficients surconvergents le long 
de T ». 

1.2 (Complexes quasi-coherents, definitions). La notion de « complexes quasi-coherents sur les schemas formels » a 
ete introduite par Berthelot (voir [Ber02|). Soient 23 un faisceau de O^-algebres (non necessairement commutatif), 

£ e D-(S rf ), 5" 6 £T ( g 23). On pose 23,- := 23/7i ,+1 23, £,• := £ ®\ 23,-, 5",- := % ®^ J, £®%? := Klimg,- ®\. On 

t 

definit de meme ®\(.) < J^ > lorsque 23'*) est un systeme inductif de O^-algebres, gW et ifH sont des complexes 
de 23^-algebres. 

• Le complexe £ (resp. Cf) est dit « 23-quasi-coherent » si le morphisme canonique £ — » £®1^23 (resp. Cf — > 

est un isomorphisme. Pour * = g ou * = d, on designe par D qc (*23) (resp. Dq C (*23)) la sous categorie pleine de D~(*23) 
(resp. D b (*23)) des complexes quasi-coherents. 

• On remarque que puisque D^(T') est un 23^ (T')-module plat (pour les structures droite ou gauche), un com- 
plexe de 2)^"'(r)-modules a gauche ou a droite est $%\t) -quasi-coherent si et seulement s'il est 23^"' ) (r)-quasi- 
coherent. De plus, on dispose de l'isomorphisme : 23^ (X) ®lj V/tz' +1 — ► 23^ (!T) ®v V/;t !+1 (cela decoule de 

HBer96cl 4.3.3.(0])- Ainsi, un complexe de 23^(7) -modules est 23^ } (r) -quasi-coherent si et seulement s'il est 0^- 
quasi-coherent si et seulement s'il est V-quasi-coherent. 

• On note T>^\t) le systeme inductive (1>P (T)) ,„gn. En localisant deux fois D b (T>^(T)) (ces localisations 
remplacent respectivement les foncteurs — ®% Q et « limite inductive sur le niveau m »), on obtient LDq(D^\t)) 
(voir iBer02l 4.2.1 et 4.2.2]). Soit gM = (gW) m6N e LD^(V^\t)). D'apres OBer02l 4.2.3] (voir aussi ICar06bl 
1 . 1 .3]), £M est dit quasi-coherent si et seulement si, pour tout m, gW est (r)-quasi-coherent. La sous-categorie 
pleine des complexes quasi-coherents est notee LDq (D^\t)). 
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1.3 (Quasi-coherence et variation du diviseur). Soient T\ C deux diviseurs de X. Avec les remarques de l 1.21 on 
dispose du foncteur oubli : LD^ qc (V^ (T 2 )) -^LD^pW^)) 

que Ton note oub Ty j 2 . 

Reciproquement, on definit un foncteur (^T^, T\) : LD^ ^(T) 1 ^ 1 (T\)) — > LD^j qc (D^ (T2)) en posant, pour tout 

ou DW(r 2 )g^ w £« designe le systeme inductif (^ m) (T 2 )§^ (m) £W) m£N . 

Lorsque 7\ est vide, on note simplement oub^ et ^T%). On dispose pour ces deux foncteurs des formules de 
transitivite en les diviseurs evidentes. D'apres [Car06b, 1.1.8], on beneficie aussi de 1'isomorphisme ('7^, T\) -^-» 
(^T 2 ) ooubr r Cela implique que les foncteurs de la forme oubj x sont pleinement fideles (voir [Car06b l 1.1.8]). II 
en est done de me me des ceux de la forme oubj x j 2 . On pourra ainsi sans aucune ambiguite omettre d'indiquer les 

inclusions canoniques oubT 1 j 2 '■ LDq qc (2)^(7 2 )) C LD^ qc (f ^ (7i)) et identifier les deux foncteurs (^2, T\) et 

(tr 2 ). 

1.4 (Produits tensoriels internes). Soient £M, 3^') £ LDq qc ('D^ {T))- On definit le « produit tensoriel interne » de 
£M et en posant dans LD^ qc (S^(r)) : 

^.CtiTo^ 5 -^)^' (1A1) 

ou £W®L , S"W designe le systeme inductif f£W®L , 5" (m) )meN. 

Soient Ti C r 2 deux diviseurs et £M S LDQ qc (!D^(7i)). Pour simplifier les notations, on ecrira abusivement 

03e( t 72)Q®o x(t7 . l)Q £ ( * ) pour ^s^W®^^ £ W . D'apres HCar06bl 1.1.7.1], on dispose alors de 1'isomor- 
phisme canonique : 

OxCT 2 h^ Ox0Tih e { ' ) ^ (%, ro(£«). (1.4.2) 



1.5 (Produits tensoriels externes). Soient Xi, X 2 deux V-schemas formels lisses, £^ G LDq (D^j), £2*' S LDq qc (^s )> 

/?i : Xi x§ X2 — » Xi et /?2 : Xi x s3-2 — > X2 les projections canoniques. Le « produit tensoriel externe» de £j et £ 2 *' 
est defini en posant (voir [Ber02 4.3.5]) : 

eS'^^eW :=Pi(£i ,) )® t o 3El><sX2 , Q /'2(£i* ) )M3 £] -<fej. (i.5.i) 

1.6 (Images directes et images inverses extraordinaires). Le faisceau T)g/_^ X (T' ,T) := 23^ (T')®Q x ,f*'D % (T) est 
muni par fonctorialite d'une structure de (D^ ,) (r)))-bimodule. 

i)^LD^, qc C 

surconvergent le long de r » en posant, pour tout £W S LZ)k (2)^ (T)), 



On definit le foncteur fj : LDq (25^(7')) — >LDQ qc (2)^(7'')) « image inverse extraordinaire par / a coefficients 



/j.(2 W ):=Djt i (2" > r)§^ l£ „ (r) r 1 £«fe /2E ]. (1.6.1) 

Posons 2)^ a; , (r, 7") := (7")® o x , (<%' ® o x , / g * (7 1 ) ® o x ), l'indice « g » signifiant que l'on a choi- 
sit pour calculer l'image inverse la structure gauche de 2)|"' > (7 , )-module a gauche. Par fonctorialite, D^J_ X , (T, T') 
est muni d'une structure de (T> ( ™ ] (T)), (7"))-bimodule. On definit le foncteur f T ,+ : LD^ (T 1 )) -> 

LDq qc (2)^ (T)) « image directe par / a coefficients surconvergent le long de T » en posant, pour tout £'W g 

LD b ftqc (SW(r)): 

/ r , + (£' (,) ):=K/,(D^,(r,7")^ (m > £'«). (1.6.2) 
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D'apres |Car06bl 1.1.9, 1.1.10], on dispose des isomorphismes canoniques de foncteurs : 

oubr o fj,+ — ► f+ooubp et oubpoff — > /■ ooubj. (1.6.3) 

En omettant d'indiquer les inclusions de la forme oubj ■ LD^q qc (T> x \T j) C LZ)q qc (I>^'), on pourra ainsi par abus 
de notations ecrire f' pour/j (resp. / + pour/7- + ). 

Lorsque /o ne se releve pas, les bimodules D^ X ,^ X (T' ,T) et l D^_ x ,(T,T') peuvent neanmoins etre defini par 
recollement (e.g., voir |Ber00, 2.1.6]). On construit ainsi de maniere identique les foncteurs image inverse extraordi- 
naire et image directe par /o, que Ton note respectivement par /q et /q+. On obtient en particulier la notion d'image 
inverse par Fx, oil Fx designe la puissance s-ieme de l'endomorphisme de Frobenius absolu de X. Ce foncteur se note 
simplement F*. Nous verrons que F* commute a l'image directe et l'image inverse extraordinaire (voir |1.7| et |1.12| ). 

1.7 (Commutation a Frobenius et transitivite de l'image inverse extraordinaire). Soient / : X' — > X, g : X" — ► X' et h : 
X"' — > X" trois morphismes de V-schemas formels lisses. 

On dispose, pour tout gW G LD^ qc (D^ x ), de Fisomorphisme canonique dit de « transitivite de l'image inverse 

extraordinaire », g' of'- (fog)', verifiant la condition d'associativite : les deux isomorphismes h'g'f' h'(f o 
g)- — > (fogoh) ethg'f -—> (goh)'f' — -> ( fogoh)' sont identiques (voir |j Car06 b, 1.2.2]). 

En particulier, en designant par F les morphismes absolus de Frobenius de X ou Y, on dispose des isomorphismes 
canoniques de commutation a Frobenius : F* o/ ! (£(*)) — ► f' oF*(gW) (car F* = F ! ). Les isomorphismes de tran- 
sitivite de l'image inverse extraordinaire sont compatibles a Frobenius. 

1.8 (Passage a la limite sur le niveau et coherence). Berthelot defini par passage a la limite OxCt)q := limlS^ (T)q 

m 

le « faisceau des fonctions sur X a singularites surconvergentes le long de T » ([Ber96c, 4.2.4]). II construit de meme 
D;.( t r) Q := limDW(r) Q etle nomme « faisceau des operateurs differentiels de niveau fini, a singularites surconver- 

m 

gentes le long de T » ( QBer96cl 4.2.5]). 

En passant a la limite sur le niveau puis en tensorisant par Q sur Z, on obtient le foncteur note abusivement (pour 

simplifier les notations) lim : 4$QqcO^£ (^)) — * D(T> x (^T)q) (e.g., voir IIBer02l 4.2.2]). Celui-ci induit une equi- 
valence de categories entre D b oh (T> x ( l; T)Q) et une sous-categorie pleine de LD Q qci^X (T))> notee LD Q cobO^SE (^)) 
(voir IIBer02l 4.2.4]). Par abus de notations, il nous arrivera d'omettre le foncteur lim, i.e., d' identifier LDq co h(^-'^ CO) 
avec D^CD^CT)^). De cette maniere D b oh (D T x ( Jf T)Q) est une sous-categorie pleine de LDq ("D^ (T)). 

1.9 (Coherence : comment se ramener au cas sans diviseur). Nous utiliserons enormement le resultat fondamental 
suivant de Berthelot (voir ||Ber96cl 4.3.12]) : un D^( t J)Q-module coherent est nul si et seulement si sa restriction sur 
y est nulle. Cela implique par exemple qu'un morphisme de T> x ( t T)Q-modules coherents est injectif (resp. surjectif) si 
et seulement si sa restriction sur ^ est injectif (resp. surjectif). On en deduit aussi qu'un morphisme de D^ o1i (D^(^7')q) 
est un isomorphisme si et seulement si sa restriction sur y est un isomorphisme. La philosophie est qu'un T> x ( i T)Q- 
module coherent « vit essentiellement sur ^ ». 

1.10 (Operations cohomologiques de complexes coherents). Considerons les bimodules suivants D X ,^ X ( T T' , T)q : = 
limS^3 e (r',7 , ) Q , 1> X ^ X ,^T,T% :=]irxS x n l x ,(T,T%. Soient T C T 2 un diviseur de X, gM GLZ) Qcoh (S^ ) (r)), 

m m 

J« € LD b q coh {T> [ x ] (T)), £'(•) e ^cohP^T'')), £ := UmgW, <J := BmffW, £' := Bmfi'W. On definit alors les 
foncteurs suivants en posant : 

( + 72,7-)(£):=Dt c ( + 72)Q^ (tr)Q £, (1.10.1) 
/^(£):=^ 3e (V,7') Q ®J;_ lDi(t2 , )<j /- 1 £fe V3e ] ! (1.10.2) 
/ r+ (£') :=VLM'Dl^ x ,CT,T') Q »^ f(t £'), (1.10.3) 
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oil nous avons omis d'inscrire le symbole « L » dans le premier produit tensoriel car rhomomorphisme r D^(^T)q — » 
D^T^q est plat (voir QBer96cl 4.3.10-11]). On dispose des isomorphismes pT z ,T)(£) -^-> ]im(^T 2 ,T)(e.^), 

ff(E) lim/|(£W), /r+(£') ]im/ T +(£' w ). Les notations relatives a ces foncteurs sont done compatibles. 
De plus, on pose (voir ll.4.Tlll.5.U ■ 

£^ x( , r)o ?:=lim£C)^ x(tr)Q jW, (1.10.4) 
eia^y^limeWiEit^gK*). (1.10.5) 



• Pour tout 9 G D par f(D^ q(' r)), Virrion definit son « foncteur dual Q(^T)-lineaire » (voir MVirOOl 1.3.2]) en 
posant : 

B r (S):=M^m I) ^ tno (g,©^( + r)Q® 0x , Q (O x ; Q [^]). (1.10.6) 
Elle a aussi verifie (voir [VirOO.. II. 3. 5]) que Ton dispose de l'« isomorphisme de bidualite » compatible a Frobenius : 

B T oB T (5) S. (1.10.7) 



• Rappelons que Noot-Huyghe ( BNHl ) a prouve que le faisceau T) t x (^T)q est de dimension cohomologique finie. 
Comme D^( t r) Q est aussi coherent ( HBer96cl 5.4]), on obtientZ) par f(D^( t r) Q ) =^ oh (D^( + r) Q ). Ainsi, le foncteur 

preserve la coherence. Par contre, le foncteur fr+ (resp. fj.) ne preserve pas la coherence lorsque / est une 
immersion ouverte (resp. immersion fermee) differente de l'identite. Berthelot (voir |[Ber02| ) a neanmoins verifie la 
stabilite de la coherence par le foncteur fj+ (resp. fj.) lorsque / est un morphisme propre (resp. un morphisme lisse). 

• Lorsque cela aura un sens, on notera alors respectivement ff := D r / off oDy et fj\ := D7 o f T+ oJ$ T i « l'image 
inverse » et « l'image directe extraordinaire ». 

1.11 (Isomorphisme de dualite relative). Dans toute cette section concernant l'isomorphisme de dualite relative, / 
est propre. Virrion construit dans [ Vir04| un isomorphisme de commutation entre les foncteurs duaux respectifs et le 
foncteur image directe par /. Un tel isomorphisme est appele « isomorphisme de dualite relative ». En reprenant ses 
constructions (notamment, celui tres technique du morphisme trace), nous avons verifie dans [Car06b, 1.2.7] que cet 
isomorphisme de dualite relative s'etend de la maniere suivante : pour tout £' G D^ oh (D^, (?T')q), il existe alors dans 
^coh^^C-no) l'isomorphisme canonique : 

/r i+ oB P (£') -^-» B T o/ r ,+(£'). (1.11.1) 

Lorsque le diviseur est vide, on retrouve un cas particulier du contexte de |Vir04|. Lorsque le diviseur T n'est pas 
vide, il n'est pas clair que les categories utilisees dans |Vir041 correspondent aux complexes a cohomologie bornee et 
coherente. C'est precisement ce qui nous avait conduit a verifier [T. 11.1 I pour £' G D^ oh (D^,(^r')Q). 

En outre, lorsque / est une immersion fermee, nous avons verifie dans lCar05cl 2.4.3] que 1 1 . 1 1 Tl commute a 
Frobenius (plus precisement, aux images inverses par Frobenius F*) 

Le theoreme de dualite relative implique le fait suivant : pour tous £' G D^ oh (D^.,(^T')q), £ G D^ oh CD^.(^T)Q), 
on dispose alors de l'isomorphisme canonique d'adjonction fonctoriel en £ et £' : 

adj /T : Hornet Q(tT) Cfr,+ (£'),£) ^ Hom^ (tr) (£',/|.(£)), (1.11.2) 
OfaHOm ^o ( ~'~ ):=g0omOmo (^.o) ( ~'~ )=HOm °(^.o) ( ~'~ ) - 



D'apres [Car06b 1.2.15] (voir aussi [Car05b, 1.2.8] avec la remarque [Car05b, 1.2.9]), cet isomorphisme d'ad- 
jonction est transitif pour la composition des morphismes propres. 
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1.12 (Commutation a Frobenius de l'image directe par un morphisme propre d'un complexe coherent). Berthelot 
a construit (voir ||Ber02| 4.3.9.1] ou BBerOOl 3.4.4]), pour tout £W g LDq (2)^), Fisomorphisme canonique de 
commutation de F image directe par/ a Frobenius : / + F*(fiW) F*/+ (£<*>). 

Lorsque / est propre, d'apres BCar06bl 1.2. 12.1], pour tout £ S^cch^x^^)©)' on dispose d'une seconde construc- 
tion de Fisomorphisme ff + F*(E) — — » F*/r+(£). Ce dernier isomorphisme est caracterise par le fait que, pour tous 
£' 6 D^ oh (D^( t 7")Q), £ G D!? oh (2)^( t r)Q), le morphisme d'adjonction deHTQ] 

adj/,r : Hom i,^ Q (ir)(^+( £ ')' £ ) Hom D^. ; Q (tr)( £ ')/r( £ ))! 

est alors compatible aux isomorphismes de commutation a Frobenius (voir [Car06b, 1.2.21]). De plus, les morphismes 
d'adjonction entre l'image directe et l'image inverse extraordinaire par un morphisme propre (i.e., lorsqu'ils existent, 
ceux de la forme /y )+ /j(£) — > £ ou £' — > /j/r )+ (£')) sont alors, pour cette seconde construction, aussi compatibles 
a Frobenius (voir lCar06bl 1.2.13, 1.2.14]). En outre, d'apres [Car05b, 1.2.11], ces morphismes d'adjonction sont 
transitifs pour la composition de morphismes propres (voir aussi |Car05b, 1.2.8] avec la remarque |Car05b, 1.2.9]). 

II n'est pas evident que ces deux constructions coincident. Cependant, lorsque / est une immersion fermee, cela a 
deja ete verifie (voir [Car05c, 2.5.4]). En outre, toujours lorsque / est une immersion fermee, nous avons etabli (voir 
HCar05cl 2.4.3]) que, pour tout £' G D^^CD'^^T^q), Fisomorphisme de dualite relative 

/r, + oD r (£')AD r o/ T|+ (£') 

de l 1 .11. ll est compatible a Frobenius. 

Nous n'utiliserons dans cet article que Fisomorphisme fj + F*(£) F*fj + (£) construit dans [Car06bl 1.2.12.1]. 

Concernant la transitivite de l'image directe par un morphisme propre et sa compatibilite a Frobenius, cela sera 
traite de maniere plus approfondi dans la section l3~T2l dans le cas des complexes surholonomes. 

1.13 (Structure de Frobenius, holonomie, critere d'holonomie de Virrion). Rappelons la convention suivante de 
Berthelot (|Ber02l 5.1]) : un F-T>l i (^T)Q-module est la donnee d'un D^( + r)Q-module £ et d'un isomorphisme 
D 3e (^r)Q-lineaire <t> : £ — ^» F*£. Les morphismes de F-D x ( + r)Q-modules sont les morphismes D^(^r)Q-lineaires 
commutant a Faction de Frobenius. De meme, nous appellerons F-T)^(^T)q-complexe la donnee d'un complexe 
£ e £>coh( I) x( t:r )Q) et d ' un isomorphisme 4> : £ F*£ dans D£ oh CDj E ( t r)g). On notera cette categorie F- 
^coh(-^X q( T ^))- a ^ us de notations, on pourra omettre d'indiquer la structure de Frobenius <t> et ainsi ecrire £ 
a la place (£.,<&). 

• Soit £ un F-D<£ ^-module coherent. Berthelot definit dans |Ber02| 5.2.7] la variete caracteristique de £, que Fon 
notera Car(£). En outre, d'apres [Ber02, 5.3.4], Finegalite de Bernstein est verifiee : si £ est non nul alors, pour tout 
point x du support de £, on a 

dim. r Car(£) > dim v X. (1.13.1) 

Conformement a Virrion (voir [VirOO III. 1.2]), on definit la « dimension de £ » en posant dim£ := sup x (dim r Car(£)). 
De plus, la « codimension de £ » est par definition codim(£) := 2dx — dim(£) (c'est done la codimension de la va- 
riete caracteristique Car(£) associee a £ dans le fibre cotangent). Ces deux definitions s'etendent naturellement aux 
F-Dy q -modules coherents a droite via les foncteurs quasi-inverses — ®o x COj et — <E>o x O^ 1 . 

L'inegalite de Bernstein assure que, si £ ^ 0, alors dim£ > dx- Autrement dit, un F-D^ ^-module coherent £ est 
holonome si et seulement si dim(£) < d si et seulement si codim(£) > d. 

D'apres la terminologie de Berthelot, un F-D^Q-module coherent £ est holonome si £ = ou si dim£ = dx- 
De plus, un F-complexe £ e F-D^ oh (D^ q) est holonome si ses faisceaux de cohomologie le sont. Nous noterons 
F-DjJ ol (CD^ q) la sous-categorie pleine de F-D^ oh (D^ x q) des F-D^ ^-complexes holonomes. 

• On dispose enfin du « critere homologique » de F holonomie du a Virrion (voir BVirOOl III.4.2]) qui nous sera tres 
utile : un F-D^ ^-module coherent £ est holonome si et seulement si, pour tout i ^ dx, on ait £xt' t (£, q) = 0. 
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Ainsi, si £ est un F-"D X Q-module holonome on dispose alors de l'isomorphisme canonique J{ O(£) — ► D(£). De 

plus, Virrion a verifie que JC°D(£) est aussi un F-"D X Q-module holonome qui sera note £* (voir [ VirOO III. 4. 3]). Cela 
implique que l'holonomie est stable par le foncteur dual B> (voir [VirOO, III. 4.4]). 

1.14 (Analogue arithmetique de Berthelot du theoreme de Kashiwara). On suppose ici que /o est une immersion 
fermee qui ne se releve pas forcement en un morphisme de V-schemas formels lisses. 

1. Pour tout D^( t r)Q-module coherent (resp. F-T> x Q-module holonome) £ a support dans X', pour tout 'D^ x ,(^T i )q 
module coherent £' (resp. F-D x , Q -module holonome) ?f*/o+(£) = et IH*/d( £ ) = 0. 

2. Les foncteurs /o + et sont des equivalences quasi-inverses entre la categorie des 25^( T r)Q-modules cohe- 
rents a support dans X' (resp. F-T> x Q-modules holonomes a support dans X 1 ) et celle des T> x , (^r')Q-modules 
coherents (resp. F-T> x , Q-modules holonomes). 

Le cas non respectif a ete verifie par Berthelot ( voir 1 1.1 41 ou [Car04b, 3.1.6]). Le cas respectif s'en deduit grace au 
critere d'holonomie de Virrion (voir l 1.131 et a Fisomorphisme de dualite relative. 

1.15 (Foncteur cohomologique local). Nous exposons ici les principaux resultats de |Car04b, 2.2]. Soit Z un sous- 
schema ferme de X. Le « foncteur cohomologique local a support strict dans Z » construit dans |Car04b 2.2.6] sera 
note Rr z : LDq qc (B^' (T)) — s-LDq <1c (D^(7')) (on dispose d'une deuxieme construction par Berthelot donnee dans 

[Ber02] 4.4.4, 4.4.5]). Rappelons en deux mots sa construction. Lorsque Z est un diviseur de X, Rr z est par definition le 
foncteur cohomologique local a support strict dans Z construit par Berthelot (voir [Ber02, 4.4.4,4.4.5]). Si Z est l'inter- 
section des diviseurs T x ,...J r , alors, pour tout £W e LD Qqc ($^(r)), on poseRrj^fiW) = Rr^ o-.-oKT^ (£(•)). 

Cette definition de KT_£(£(*)) a bien un sens car celle-ci est (a isomorphisme canonique pres) independante du choix 

des diviseurs T\, . . . ,T r tels que Z = fl/=i r T r (voir [Car04b, 2.2.4-6]). Pour tous sous-schemas fermes Z, Z' de X, on 

obtient alors l'isomorphisme canonique compatible a Frobenius et fonctoriel en Z et Z' (voir |Car04b, 2.2.8]) : 

w! znz > Rr z oRr z ,. (1.15.1) 

De plus, pour tous sous-schemas fermes Z, Z', Z" de X, les deux morphismes composes canoniques suivants sont 
egaux : 

^Lznz'nz" — * ^— znz' °Kr z „ — > Rr z oRr z , olT^i 

«r znz , nz „ Rr z oRr z , nz „ Rr z oRr z ,oRr z „. (1.15.2) 



• Lorsque Z est un diviseur, pour tout £(*) S L D^, qc (T> x \t)), Berthelot a etabli que Ton dispose du triangle 
distingue de localisation en Z (voir [Ber02, 5.3.6] ou |Car04b] 2.2]) : 

Hr£(£M) _» £(•) _» ( f Z)(£W) -> Rr z (£('))[l], (1.15.3) 

ou le foncteur (^Z) est celui defini dans |1.3l 

• On etend alors naturellement la definition du foncteur ('Z) au cas oil Z est un sous-schema ferme quelconque de 
X en definissant ( + Z)(£W) comme egale au cone du morphisme canonique RT^fiW) — > £W, On l'appelle foncteur de 
localisation en dehors de Z (ou, de facon abusive, foncteur restriction en dehors de Z). Si Z,Z' sont deux sous-schemas 
fermes de X, on beneficie d'apres [Car04b, 2.2.14] de l'isomorphisme canonique compatible a Frobenius : 

( t Z)o(tz')(£ (,) )^ ( t ZUZ')(£ w ). (1.15.4) 

• D'apres HCar04bl 2.2.6.1], pour tout £« G LD Q qc (S^), 

KTkO^^^/W ^ Rrl(£ w ), ^(Ox.Qjg^^fiW ^ ( f Z)(£ w ), (1.15.5) 
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oil nous avons identifie le systeme inductif de LDq (2)^) constant egal a Ox avec Ox,Q- Cela implique que les 
foncteurs de la forme M.r} z et (}Z) commutent deux a deux (voir MCar04bl 2.2.6.1]). 

• Sans supposer que /o se releve, soit Z un sous- schema ferine deXetZ' :=f- l (Z). Pourtous fiW GLD^ (D^), 
£'• G LDq (D^), on dispose des isomorphismes fonctoriels en Z, compatibles a Frobenius (voir MCar04bl 2.2.18]) : 

/o°Rr z (£) KI^, 0/(5(8), /oo( f Z)(£) ^ (^Oo/^E), (1.15.6) 
»r z o/ 0+ (£')^/o+°Rr z ,(£'), ( + Z)o/ 0+ (£')^/o + o( + Z')(£'). (1-15.7) 

• Soient Z\, Z2 deux sous-schemas fermes de X et £ G LDq n C ( Sr ^x )• ^ n dispose aussi des triangles distingues de 
localisation de Mayer- Vietoris (voir |Car04b, 2.2.16]) : 

REl inZ2 (£) -HT^eKI^) ^Mrl iUZ2 (£) -H^n^l], (1.15.8) 
(tZj nz 2 )(£) -» (+Z!)(£) © ( t Z 2 )(£) -» (tZj UZ 2 )(£) -» ( + Zi nZ 2 )(£)[l]. (1.15.9) 

• Supposons maintenant que /o : X' X soit une immersion fermee. On beneficie alors de l'isomorphisme 
canonique : 

RTl,(£«)^ /(,+/<!(£«) (1.15.10) 

En effet, fo+f^) = /o+^.qI^, Q /d(£ W ) ^ /<H-(Q^Qfe'/*])®o*.Q eW ^ /o+ZofOifl)®^/'-', ou 

le premier isomorphisme est l'exemple de IICar04bl 2.1.4]. Avec 11.15.51 il suffit done de prouver MrL (Ox,q) — ► 

/o + /q(Ox,q). Comme RT^O^q) S O^ 0h (D^ „) et est a support dans X' (voir [Ber96a|), cela decoule du theoreme 

de Kashiwara et de ll,15.6l (en remarquant aussi que RL^, est I'identite sur LDq (D^, )). Comme Berthelot a obtenu 
un isomorphisme similaire (voir [Ber02, 4.4.4, 4.4.5]), cela implique que les deux constructions du foncteur cohomo- 
logique local a support strict dans un sous-schema ferme Z se rejoignent lorsque Z est lisse. 

1.16 (Surcoherence). La notion de « surcoherence » (voir [Car04b, 3.1.1]) est definie de la maniere suivante : soit £ un 
(F-)D^(^r)Q-module coherent (resp. un objet de (F-)D^ oh ( r D^ x C i T)Q)). On dit que £ est « D^(^r)(j-surcoherent » 
si pour tout morphisme lisse de V-schemas formels lisses g : T — » X, pour tout diviseur H de P, (^H)(g*£.) est un 
CF-^tV^nk-module coherent (resp. un objet de {F-)D\jp%Q g- l (T)) Q )). On note (F-)D\ wmh {'D^T) q ), 
la sous-categorie pleine de (F-)D^ oh (T>^ x (^T)o) des complexes surcoherents. 

Un complexe est surcoherent si et seulement si ses espaces de cohomologie le sont (cela vient du fait que les 
foncteurs de la forme g* et {}H) sont exacts si g est lisse et H est un diviseur). La surcoherence est stable par image 
directe par un morphisme propre, par image inverse extraordinaire et par foncteur cohomologique local (voir [Car04b 
3.1.7,3.1.9]). 

1.17 (Isocristaux surconvergents associes aux CD-modules arithmetiques : Cas de la compactification lisse). Le point de 
depart est le theoreme suivant de Berthelot (voir [Ber| ou pour une version publiee [Ber96c, 4.4.5] et [Car06b , 2.2.12]) 
qui ameliore la caracterisation [Ber96c, 4.4.5] (et |BerOO 4.6] pour la commutation a Frobenius) des isocristaux 
surconvergents : 

Theoreme (Berthelot). On note Xk la fibre generique de X comme K-espace analytique rigide, et sp : Xk — * % le 
morphisme de specialisation. 

Les foncteurs sp^ et sp* induisent des equivalences quasi-inverses entre la categorie des isocristaux sur Y, surcon- 
vergents le long de T, et celle des D^( j 'T)Q-modules coherents OxCT)q-coherents. Ceux-ci commutent en outre a 
Frobenius. 

De plus, un T)q-module coherent £ est Ox^T)q-coherent si et seulement si la restriction E\y est O^.q- 
coherente. 
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On suppose que X un V-schema formel separe et lisse. Soient Z un sous-schema ferme lisse de X tel que T flZ soit 
un diviseur de Z (cette derniere condition n'est pas vraiment restrictive). On pose U :—Z\T. 

Nous etendons (voir [Car05b, 2.5.10]) le theoreme 1 1.1 71 de la maniere suivante : il existe un foncteur canonique 
pleinement fidele note &Pz^x T , de la categorie des isocristaux sur U surconvergents le long de T D Z dans celle des 
2)^(^r)Q-modules surcoherents a support dans Z (pour la surcoherence, il faut aussi consulter llCar06al 6.1.4]). En 
particulier, lorsque le diviseur T est vide, on obtient un foncteur pleinement fidele note &Pz^x + c ' e ^ a categorie des 
isocristaux convergents sur Z dans celle des Q-modules surcoherents a support dans Z. 

Lorsque Z <^-» X se releve en une immersion fermee u : Z c — > X de V-schemas formels lisses, il suffit pour tout 
isocristal E sur U surconvergent le long de T HZ de poser sp z ^ x T , (Zs) := mj+ o sp,, (£). La pleine fidelite se deduit du 
theoreme de Kashiwara. Les isocristaux surconvergents et les D-modules arithmetiques ont F aspect cristallin suivant : 
les images inverses par deux relevements (induisant la meme reduction modulo 7t) sont canoniquement isomorphes 
(voir respectivement |Ber96b, 2.2.17] et [BerOO, 2.1.5]). Cela implique que le module sp z ^^ t + (E) ne depend pas a 
isomorphisme canonique pres du choix du relevement u. On construit alors par recollement sp z ^ 3e t + (P our l es 
details techniques, voir [Car05b 2]). 

De plus, le foncteur sp z ^ 3E T + commute a Frobenius (voir [Car05b , 4. 1 .9]), aux foncteurs duaux et images inverses 
(voir RCar05bl 4]). 

1.18 (F-isocristaux surcoherents). Soient X un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de X, y :— X \ T, Z un 
sous-schema ferme. On suppose que U := Z \ T est lisse (mais Z n'est plus forcement lisse). 

• On dispose (voir |Car06a, 3.2.1] et aussi |Car07, 2.3.2] pour la simplification de la definition dans le cas propre 
avec structure de Frobenius) la categorie F-lsoc n (X,T,Z/K) de la maniere suivante : 

- les objets sont les F-D^. (^T)Q-modules surcoherents £ a support dans Z tels qu'il existe un isocristal convergent 
G sur U verifiant £|y — ► spj/^y ; 

- les Heches sont les morphismes F -2) ;p (^r)Q-lineaires. 

Cette categorie F-Isoc^(X, T,Z/K) ne depend canoniquement pas du choix de (X, T,Z) tels que Z\T = U. Elle sera 
notee F-Isoc^ + {U/K) et ses objets sont les « F-isocristaux surcoherents sur U ». 

• Lorsque U est un ^-schema separe lisse quelconque, on construit plus generalement la categorie 
par recollement (voir [Car07 , 2.2.4]) 

1.19 (Isocristaux surconvergents associes aux D-modules arithmetiques : Cas general). On dispose du theoreme sui- 
vant qui etend d'une certaine maniere fl ■ 1 71 (voir |Car07, 2.3.2]) : 

Theoreme 1.20. Soit U un k-schema separe et lisse. On dispose d'une equivalence canonique de categories 

sp^ : F-Isoc + (U/K) ^F-Isoc t+ (U/K). 

Donnons une esquisse de la preuve. Tout d'abord, les deux categories etant construites par recollement, on se 
ramene a supposer U affine et lisse. On construit dans ce cas explicitement le foncteur sp^ + via le choix d'un plon- 
gement U X, avec X egale au complete p-adique de Fespace projectif K, pour un certain entier n. Lorsque que 
1' adherence de U dans X est lisse, cette construction est canoniquement isomorphe au foncteur construit dans |1.17l En 
procedant ensuite par recurrence sur la dimension de U, quitte a se restreindre a un ouvert dense de U, on peut alors 
se ramener au cas ou U verifie certaines hypotheses techniques geometriques (voir la notion « la desingularisation 
ideale » de IICar 06a l 7.1.1]). Ces conditions geometriques nous permettent par descente finie et etale de se supposer 
que la compactification de U est lisse. Ce dernier cas a deja ete traite dans ll,17l 

2 Un critere d'holonomie 

Soit CP un V-schema formel lisse. 

Definition 2.1. Un ^-module coherent £ (resp. un complexe £ de D^^Dlp q)) est dit a « fibres extraordinaires 
finies » si, pour tout point ferme x de P, pour tout relevement i x de F immersion fermee Specfc(x) <^-» P induite par x, 
les espaces de cohomologie de i x (£) sont des /T-espaces vectoriels de dimension finie. 
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Puisque la surcoherence ([Car04b 3.1.1]) est preservee par image inverse extraordinaire ([Car04b, 3.1.7]), on 
remarque qu'un Dy ^-module surcoherent (resp. un complexe de £^ oh (CDy q)) est a fibres extraordinaires finies. 

Lemme 2.2. Soit £ un F-Dy ^-module coherent a fibres extraordinaires finies. En notant Z, le sous-schema ferme 
reduit de P definissant son support, il existe un ouvert it de CP, tel que Y : = ZHU soit ajfine, lisse et dense dans Z et 
tel que la restriction de £ sur il soit isomorphe a 1' image par spj/^ u + (voir \1.17[ d'un F-isocristal convergent sur Y. 
En particulier, £ |il est holonome et non nul. 

Demonstration. Soit 11' un ouvert de CP tel que Y' := Zfl U' soit affine, lisse et dense dans Z. D'apres Elkik (voir 
|Elk73|), on peut alors relever Y' en un V-schema formel affine et lisse y'. Comme il' est lisse et y' est affine, il existe 
un morphisme de V-schemas formels lisses de la forme v : relevant Y' Comme £|il' est un F-T)^ q- 

module coherent a support dans Y' et a fibres extraordinaires finies, il resulte du theoreme de Kashiwara (voir |1.14b 
que v ! (£|il') est un F-D^, ^-module coherent et a fibres extraordinaires finies. D'apres ICar06bl 2.2. 17], il existe alors 
un ouvert il de il' tel que y := y'flt/ soit affine et dense dans y' et tel que v ! (£|il')|y soit meme Oy.Q-coherent. Notons 
u '. y c — > il l'immersion fermee induite par v. Ainsi w ! (£|il) est un F-Dy Q-module coherent , Oy,Q-coherent. D'apres 
[Ber02, 5.3.5.(i)], cela implique que « ! (£|il) est holonome. D'apres la version coherente du theoreme de Kashiwara 
(voir l 1.141 . comme £|il est a support dans Y, « + M'(£|il) — ► £|il et done, d'apres la version holonome de l 1.141 £|il 
est holonome. 

Enfin, d'apres [1. 171 en notant G := sp*(M ! (£|il)) le F-isocristal convergent sur Y associe a M ! (£|il), on obtient : 
spy^y + (G) = w+(sp„(G)) M+w(£[il) ^> £|il. On a ainsi prouve sp y ^ u , (G) £|il. D'oii le resultat. □ 

Nous aurons aussi besoin du resultat suivant qui etend et se deduit de !2.2l : 

Lemme 2.3. Soient £i, . . . , £„ des F-'Dj, ^-modules coherents a fibres extraordinaires finies non tous nuls. II existe 
alors un ouvert iide 7 tel que £i |il, ...,£„ |il soient holonomes et non tous nuls. 

Demonstration. On precede par recurrence sur le nombre de faisceaux £, non nul (avec i parcourant 1, . . . ,n). 
Lorsque N ~l,ce resulte de !2.2l (en effet, le module nul est holonome). Supposons a present N >2. Quitte a reindexer, 
supposons £i ^ 0. D'apres l2T2l il existe un ouvert il' de V tel que £i |il' soit holonome et non nul. Le cas oil, pour tout 
i > 2, £, |il' = est immediat. Autrement, supposons que les £ 2 1 i-X' , . . . , £„|il' soient non tous nuls. Par hypothese de 
recurrence, il existe un ouvert il de il' tel que £2 |il, ...,£„ |il soient holonomes et non tous nuls. Le fait que £ 1 |il soit 
aussi holonome nous permet de conclure. □ 

Lemme 2.4. Pour tout F-Dy Q-module coherent £, Jf°D(£) est holonome. De plus, !K O o J{ D(£) est le plus grand 
sous-F-1)^ ^-module coherent de £ qui soit holonome. 

Demonstration. Notons d la dimension de P. D'apres iTVirOOl ni.2.4.(i)], codim(£xf c/ .,. (£,£>3p Q )) > d. Comme 
1K B(£) ^ Ext d t (£,©y o) ®0 X % X ' on obtient ainsi codim(J{ D(£)) > d. Or, d'apres fLBl fvoir la definition 

de l'holonomie et l'inegalite de Bernstein), 3f O(£) est holonome si et seulement si codim(IK D(£)) > d. D'oii 
l'holonomie de M D(£). 

La deuxieme assertion etant locale en T, on peut supposer CP affine. Resumons d'abord la construction de la suite 
spectrale etudiee par Virrion dans IVirOOl III. 3. 4]. Puisque £ est coherent, il existe une resolution gauche L* — » £ 
ou L' est un complexe de Dj, Q-modules localement projectifs de type fini de longueur d (concernant la longueur, 

voir [VirOO, III. 3. 3]). La deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur CKom^t (— ,Dt n ) par rapport 
au complexe 5£om_t Dl ) donne la suite spectrale (voir HVirOOl III. 3.4, p.60]) : 

4 ; = £< t [ZxQ (£,D; Q ),D; Q )^£" = M"(£). (2.4.1) 

Virrion a etabli dans la preuve de llVirOOl III. 3. 6] que la filtration decroissante (F'(£)); = i d definie par la suite 

spectrale l2.4.1l pour n = possede la propriete suivante : F l (E) est le plus grand sous-F-Dy ^-module coherent de £ 
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de codimension superieure ou egale a I. Comme etre de codimension superieure ou egale a d equivaut a etre holonome, 
cela implique que F d (£.) est le plus grand sous-F-Dy ^-module coherent de £ qui soit holonome. Or, les termes non 

nuls de E'j 1 sont a l'interieur du triangle defini par i = —j, j = et i — d (voir [VirOO, III. 3. 4, p. 61]). Cela implique 
que E d ' d = E^~ d = F d (V). L'isomorphisme E d ' d — > Jf°D o 5£°1D)(£) nous permet de conclure. □ 

Proposition 2.5. Soit £ un F-Dtp ^-module coherent. Si les espaces de cohomologie de D(£) sont a fibres extraordi- 
naires finies (e.g., si D(£) est Dtp Q-surcoherent), alors £ est holonome. 

Demonstration. Notons d la dimension de P. Pour tout entier d > i > 0, notons J",- := 5{~'B(£). Pour d > i > 1, 
designons par Z, le support de 5F, et Z := U I= i </Z, leur reunion. D'apres le critere d'holonomie de Virrion (voir l 1.131 

ou | VirOO, III.4.2]), £ est holonome si et seulement si 'J\ 'J,/ sont tous nuls. 

Par l'absurde, supposons que SFi, . . . ,9^ sont non tous nuls. II decoule de 12.31 qu'il existe un ouvert it de T tel 
que CFj |it, . . . soient holonomes et non tous nuls. Par 12.41 GFq est lui aussi holonome. Ainsi, les espaces de 

cohomologie de D(£|U) sont tous holonomes, i.e., le complexe P(£|iX) est holonome. Done, grace au theoreme de 
bidualite (voir ll.l6~7l ou BVirOOl II. 3.5]) et a la preservation de l'holonomie par le foncteur D (voir [VirOO, III. 4.4]), 
£|it est holonome. Or, d'apres le critere d'holonomie de Virrion (voir ll.l3l ou |Vir00 III. 4. 2]), cela implique que 
5l |it, . . . , 5^ |il sont tous nuls. On a ainsi abouti a une contradiction. □ 

3 Surholonomie et stabilite 

On designera par X un V-schema formel lisse. 

Definition 3.1. Soit £ un objet de (F-)D(D X q). On definit par recurrence sur l'entier r > 0, la notion de r- surholonomie, 
de la fa5on suivante : 

1. £ est Q-surholonome si et seulement si £ 6 (^"^surcoh^x q) ' 

2. Pour tout entier r > 1, £ est r-surholonome si et seulement si £ est r — 1-surholonome et, pour tout mor- 
phisme lisse / : X' — > X de V-schemas formels, pour tout diviseur T' de X', le complexe 3(^T')f ] (8.) est 
r— 1-surholonome. 

On dit que £ est °°-surholonome ou tout simplement surholonome si £ est r-surholonome pour tout entier r. On note 
(F-)Z)^ urhol (D^ q) la sous-categorie pleine de (F-)D^ oh (D^ x q) des complexes surholonomes. Enfin un (F-)D^ q- 

module est r-surholonome (resp. surholonome) s'il Test en tant qu'objet de (F -)D b (D^ q). 

Remarques 3.2. 1. Pour tout entier naturel r' > r, si un complexe £ de (F -)D(D% q) est r'-surholonome alors £ 
est r-surholonome. En particulier £ 6 (^-)^ ) surcoh(^- ) x q)- 
2. Reciproquement, il est raisonnable de conjecturer que la surcoherence est stable par foncteur dual. Si cette 
conjecture etait vraie alors, pour tout entier r, la notion de r-surholonomie serait equivalente a celle de surco- 
herence (i.e. 0-surholonomie) et done a celle de surholonomie. Par 12.51 cela impliquerait done aussi que les 
F-complexes surcoherents sont holonomes. 

Proposition 3.3. 1. Soient r G ML) {°°} et £ 6 D h Qdb (D^ q) un complexe r+ 1-surholonome. Alors B(£) est r- 
surholonome 

2. Unfacteur direct d'un complexe r-surholonome est r-surholonome. 

3. Soient r G N U {°°} et £' — > £ — > £" — > £'[1] un triangle distingue de D(D^ q). Si deux des complexes sont 
r-surholonomes alors le troisieme Vest. En particulier, F) b mbcA {D x q) est une sous-categorie triangulee de 

4. Soient r > 1 un entier ou r = °° et £ un F-Dg ^-module r-surholonome. Alors £ est holonome. 

5. Soient r G N U {°°} et £ G D^ oh (D^ q) un complexe r-surholonome. Alors, pour tout sous-schema ferine Z de 
X, RT} z (£) et ( T Z)(£) sont r-surholonomes. 
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Demonstration. La propriete [T]) est tautologique (avec les notations de 13.11 il suffit de prendre T' vide et / egal a 
l'identite). Les proprietes[2]i et [3j sont verifiees pour les complexes coherents. On verifie alors|2]i etO lorsque r = 0. 
Le cas general s'en deduit par recurrence sur r G N. Traitons a presently. D'apres la remarque 13.2111 il suffit de 
l'etablir lorsque r = 1. Grace aQ}, si £ est unf-2)^ ^-module 1-surholonome alors B(£) est surcoherent. Par |2.5l cela 
implique que £ est holonome. D'oii[4]). Maintenant, etablissons[5]l. Le cas r = a deja ete traite (voir [Car04b s 3.1.5]). 
Soient r > 1 un entier et £ G D^ oh (D^ x q) un complexe r-surholonome. 

Traitons a present le cas ou Z est un diviseur. On obtient par recurrence sur r que KTl(£) et (^Z)(£) sont r — 1- 
surholonomes. Puis, en utilisant fl . 1 5 ,6l puis l 1 . 1 5 .41 pour tout morphisme lisse / : X' — » X de V-schemas formels, pour 
tout diviseur T' de X', on dispose des isomorphismes : 

bCt')/Cz)(e) ©(^(tr 1 £))/'(£) ^ D^r'urHz))/^). 

Le complexe B( t r')/ ! ( t Z)(£) est done r- 1 -surholonome. On a ainsi prouve que (^Z)(£) est r-surholonome (voir 
13.11 ). En utilisant le triangle de localisation en Z (voir ll.l5~3l ) et via[3]l, il en derive que RT^(£) est r-surholonome. 
Passons maintenant au cas oil Z est un sous-schema ferme quelconque de X. D'apres [Car04b, 2.2.5], il existe 

des diviseurs 7i, . . . , T n de X tels que Z = n,-=i „7). En notant Z' := n,=2 n Tu on dispose du triangle distingue de 

Mayer- Vietoris (voir ll.15.8b : 

mt|(£) -> mr} z , (£) © btJ. (£) kt^ UTi (£) kt£(£) [i] . 

Comme Z' et Z' U Ti sont des intersections de n — 1 diviseurs, on termine la preuve grace a [3]l et en procedant par 
recurrence sur n. □ 

Corollaire 3.4. Soient T un diviseur de X et £ G D^^T)^^ T)q). AZors £ G £ ) s Ur h i('^ ) x o) s ' ef seulement si Br(£) G 
^surhol (^x.q)- 

Demonstration. Supposons £ G D ^^(U jg q). On remarque que morphisme canonique £ — * (^T)(£) est un mor- 
phisme de CD^(^r)Q-modules coherents qui est un isomorphisme en dehors de T. Par [Ber96c, 4.3.12] (voir ll.9b . on 
en deduit que £ — > (^T)(£) est un isomorphisme. Or, d'apres [VirOO, 1.4.4], les foncteurs duaux commutent a l'exten- 
sion des scalaires, i.e., D T o ( t r)(£) ^T) oD(£). On obtient done B r (£) -^-> (tj) oB(£). II resulte alors del3~3li) 
et !3.3l v) que By(£) G ^sm-hoi^x o)- ^ a reciproque decoule de 1' isomorphisme de bidualite B^ oBj-(£) £. □ 

A l'instar de la coherence, on verifie que la notion de surholonomie est locale en X. De plus, on etend les proprietes 
standards des modules coherents aux modules surholonomes. Par exemple, on a les deux propositions suivantes : 

Proposition 3.5. Soient <t> : £ — > 5F un morphisme de F-D x ^-modules coherents et r G N U {°°}. Si £ et J sont 
r- surholonomes, alors ker<t>, cokerO et Im<t> sont r-surholonomes. 

Demonstration. Soient / : X' — > X un morphisme lisse de V-schemas formels, T' un diviseur de X' . Notons /* := 
!K°f ] [— dx'/x]- Procedons alors a une recurrence sur r > 0. Comme / est lisse, le foncteur f* est exact et l'image 
par /* d'un F-D^ ^-module coherent est un F-D' x , ^-module coherent. Comme l'extension D^, ^ — ► r D' x ,(^T')q 
est plate, le foncteur (?T') de la categorie des F-D^, ^-modules coherents dans celle des F-T)^, (^T')Q-modules 
coherents est exact. II en resulte que le foncteur ('T') of* qui va de la categorie des F-T>% ^-modules coherents dans 
celle des F-T> x , (^r')Q-modules coherents est exact et commute aux noyaux, conoyaux et images. Comme les noyaux, 
conoyaux, images d'un morphisme de F-D^, ^-modules coherents sont F-D^, ^-coherents, on verifie alors le cas 
r 0. 

Supposons maintenant le theoreme valide pour r — 1 > et prouvons-le pour r. Comme le foncteur QT) of* 
est exact, on se ramene par hypothese de recurrence a prouver que B(ker<t>), B(coker4>) et B(Im<5) sont r— 1- 
surholonomes. Par 13.3141 comme r > 1, <f> est un morphisme de F-"D^ Q-modules holonomes. Or, d'apres [Ber02 
5.3.5.(ii)], une suite exacte de F-D^ Q-modules coherents dont le terme du milieu est holonome est une suite exacte 
de F-D^ Q-modules holonomes. II en resulte que ker4>, cokerO et Im<t> sont holonomes. Rappelons que d'apres le 
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critere homologique de Virrion de l'holonomie (voir ll.l3~t . si 3 est un F-T)' x Q-module holonome, alors en posant 
9* := J£°B(g) on obtient S* D(S). Notons 4>* := J£°B($) : T -> £* le morphisme dual de 4>. Comme le 
foncteur IH B est exact sur la categorie des F-T)^ ^-modules holonomes, alors (lm(0))* — ► lm(0*), (ker<I>)* — ► 

coker(<I>*), (coker<t>)* ker(4>*). Or, <E>* est un morphisme deF-D^ ^-modules r — 1-surholonomes. Par hypothese 
de recurrence, il en decoule que (Im((|)))*, (ker<[>)*, (coker<I>)* sont r — 1-surholonomes, ce qu'il fallait demontrer. □ 

Proposition 3.6. Soit £i — > £2 —* £3 - * £4 —* £5 une suite exacte de F-D% ^-modules coherents. Pour tout r G 
NU {°°}, si E\, £2, £4, £5 sont r-surholonomes, alors £3 est r-surholonome. 

Demonstration. La preuve est analogue a celle de !3.5l : soient / : X' — > X un morphisme lisse de V-schemas formels, 
T 1 un diviseur de X' . Traitons le cas r = 0. Comme le foncteur ( T r') o/* est exact, on obtient la suite exacte ('T') o 
/*(£i) -► CT')of*(£ 2 ) -> (^Oo/*^) -> ( + r')o/*(£ 4 ) -> ( + r')o/*(£ 5 ). Comme par hypothese tous les termes 
sauf celui du milieu sont des F-D^., ^-modules coherents, celui du milieu Test aussi. Ainsi, £3 est un F -D^ Q-module 
surcoherent. 

Supposons maintenant le theoreme valide pour r — 1 > et prouvons-le pour r. Comme le foncteur ('T') of* est 
exact, on se ramene par hypothese de recurrence a prouver que ©(£3) est r — 1-surholonome. 

Par l3.3l4l comme r > 1, £1, £2, £4, £5 sont holonomes. Notons 3^ (resp. 3~3) l'image de £2 — > £3 (resp. £3 — > £4). 
D'apres [Ber02, 5.3.5.(ii)], comme £2 (resp. £4) est holonome, 3^ (resp. 3*3) est aussi holonome. Encore d'apres 
[Ber02, 5.3.5.(ii)], comme on dispose de la suite exacte — > 3~2 — > £3 — > 3*3 — > avec 3*2 et 3*3 holonomes alors £3 
est holonome. 

Ainsi, ©(£3) — ► £3. Comme le foncteur "K°B est exact sur la categorie des F-T> x ^-modules holonomes, on 
obtient la suite exacte £| — > £4 — > £| — ^ £| — > £*. Par hypothese de recurrence, £3 est done r — 1-surholonome. □ 

Corollaire 3.7. Pour N > p,q > 0, ro > I, soit Z p r ^ => £" une suite spectrale de F-Dl^ ^-modules coherents. Si, 

pour tous p,q, les F-T)^. ^-modules £f r ^ sont r-surholonomes, alors les F-D^ ^-modules £" sont, pour tout n, r- 
surholonomes. 

Demonstration. II decoule de !3.5l que les £,'L q sont r-surholonomes. Par l3.61 on en deduit que les £" sont r-surholonomes. 

□ 

Theoreme 3.8. Soient y et X deux V-schemas formels lisses et fo : Y — > X un morphisme entre leur fibre speciale. 
Pour tout £ G D^^D^ q), pour tout entier r, si £ est r-surholonome alors /q(£) est r-surholonome. 

Demonstration. Comme le theoreme est local en y, on peut supposer que fo se releve en un morphisme / : V — > X. 
Procedons alors par recurrence sur Fentier r > 0. Pour r = 0, e'est IICar04bl 3.1.7]. Supposons done le theoreme valide 
pour r — 1 > et prouvons-le pour r. 

Puisque / se decompose en une immersion (le graphe de / : y <-+ V x § X) suivie de la projection lisse y x § X — > X, 
il suffit de traiter le cas ou / est lisse et celui oil / est une immersion fermee. Soient g : y' — > y un morphisme lisse et Z 
un diviseur de Y'. Par hypothese de recurrence sur r, il s'agit d'etablir que Bo <^Z) og-(f- (£)) est r — 1-surholonome. 
Lorsque / est lisse, cela decoule de Fisomorphisme Bo ('Z) °g ! (/ ! (£)) — -» Bo (tZ) o (/og) ! (£)) et du fait que £ 
est r-surholonome. On se ramene done a traiter le cas ou / est une immersion fermee. 

II suffit de prouver que pour tout morphisme lisse g : y' — > y et pour tout diviseur Z de F' le complexe B o Mr^. o 
8' (/'(£)) est r — 1-surholonome. En effet, en prenant Z egal a l'ensemble vide, cela implique que Dog- (/'(£)) est 
r — 1-surholonome. En appliquant le foncteur dual B au triangle de localisation de £'(/'(£)) en Z (voir ll.l53t . il 
decoule alors de l3.3!3l que Bo (^Z) °g ! (/ ! (£)) est r — 1-surholonome. 

En fixant g et Z, prouvons a present que Bo MLT^og 1 (/'(£)) est r — 1-surholonome. Comme cela est local en y', on 
peut done supposer que g se decompose en une immersion fermee y' =— > A^ suivie de la projection A^ — > y . En notant 
p la projection A" x — » X et z l'immersion fermee y' A|, on obtient fog = poi. Ainsi, B o Kr£ o g(f (£)) 
B o Rrj, o r o p ! (£). Comme l'image inverse extraordinaire commute au foncteur cohomologique local (voir ll.l5ToT ). 
KT^r i'MT} z . D'ou:Doir^o ? ! (/ ! (£)) Bor oir^op ! (£). 

En utilisant le theoreme de Kashiwara ( 11.141 ) puis le theoreme de dualite relative ([Vir04] ou ll.ll.lt . on ob- 
tient sur £>coh( D y' q) : D ~^ /!/ + D ^ '' m +- ° r ' comme £ est surcoherent, / ! Rr^p ! (£) G ^ oh (D^ ; „). D'ou : 
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B(i'WT^p'(E)) i l Bi + (i)Kr^p ■(£)). Comme KLj,/r(£) G D* h (Vt n ) et est a support dans Y' (car Z C 1"), 

le theoreme de Kashiwara implique rB/ + (rRrJ,/r (£)) i ! DoIRr^p ! (£). On a ainsi etabli l'isomorphisme Do 
RT^g- (/'(£)) / ! ©oMr^r(£). 

Or, d'apres |331 comme £ est r-surholonome le complexe BoRrjj/? ! (£) est r — 1-surholonome. Par hypothese de 
recurrence, z' ! B o Mrjj/r (£) est aussi r — 1-surholonome. □ 

Theoreme 3.9. Soient y et X deux "V-schemas formels lisses et fo : F — > X m« morphisme propre entre leur fibre 
speciale. On suppose que Vune des conditions suivantes est validee : 

1. Le morphisme fo se releve en un morphisme f : y — > X de "V-schemas formels lisses ; 

2. Le morphisme fo est une immersion fermee ; 

3. Le X '-schema formel y se plonge dans un \ '-schema formel propre et lisse. 

Pour tout ? G D^ oh ( T>y q), pour tout entier r, si ? est r-surholonome alors /q + (?) est r-surholonome. 

Demonstration. Dans le casO, on suppose que y se plonge dans un V-schema formel 7 propre et lisse. II en resulte une 
decomposition de fo en une immersion (y^PxX) suivie d'un morphisme propre et lisse (la projection P x X ^ X) 
qui se releve en 7 x X — > X. Comme fo est propre, 1' immersion Y =— > P x X est une immersion fermee (voir [Har77 
II.4.8.(e)]). II suffit done de traiter les deux cas|2]i et[TJ. Or, le cas|2]i se ramene au cas relevablellj. En effet, dans le 
cas oil fo est une immersion fermee, comme le theoreme est local en X on peut supposer X et done y affines. II existe 
alors un relevement / : y — > X de fo- II suffit done de traiter le cas oil le morphisme fo se releve en un morphisme 
propre / : y — > X. 

Maintenant, traitons le casQ]i et procedons a une recurrence sur Fentier r > 0. Le cas r = a ete demontre dans 
[Car04b, 3.1.9]. Supposons done le theoreme valide pour r— 1 > et prouvons-le pour r. Soient ? un complexe 
r-surholonome de T)y ^-modules, g : X' — > X un morphisme lisse de V-schemas formels et T' un diviseur de X 1 . 
Notons /' : y Xj X' — ► X' et g' : y Xj X' — ► y les projections respectives. II s'agit de prouver que B(T')g ! / + (?) est 
r — 1 surholonome. Or, en utilisant l'isomorphisme de changement de base de l'image directe d'un morphisme propre 
par un morphisme lisse g ] f+(3 r ) — — > /+g' ! (?) (voir [Car04b, 3.1.8]), la commutation de l'image directe au foncteur 
cohomologique local (voir ll . 15~6t et au theoreme de dualite relative de Virrion (voir | Vir04| ou ll.ll.ll pour la version 
avec diviseur), on obtient les isomorphismes : 

B(tr')*'/+(9D B( + r')/V ! (?) w'+Cf'- l T')g n m .^BC/'-'rV^?). 

D'apres la proposition ^. 3| et le theoreme |3.8l le complexe B( T /'~' T')g' ] (?) est r — 1-surholonome. Par hypothese de 
recurrence, il en decoule que le complexe /^B('/'~ 1 r'),g /! (?) est r — 1-surholonome. □ 

Theoreme 3.10 (Kashiwara). Soient y et X deux "V-schemas formels lisses, fo : Y e — > X une immersion fermee entre 
leur fibre speciale. 

1. Pour tout r G N U {°°}, pour tout q-module r-surholonome £ a support dans Y, tout Dy ^-module r- 
surholonome ? et tout entier k ^ 0, < K k fo + (3 r ) = et 9£ /g(£) = 0. 

2. Les foncteurs fo + et / ! induisent des equivalences quasi-inverses entre la categorie des ^-modules r- 
surholonomes a support dans Y et celle des ^-modules r-surholonomes. 

Demonstration. La partie[TJ resulte de la version coherente du theoreme de Kashiwara du a Berthelot (voir ll . 14b et du 
fait qu'un Dy ^-module r-surholonome (resp. un ^-module r-surholonome a support dans Y) est un ^-module 

coherent (resp. un Q-module coherent a support dans Y). L assertion O decoule a nouveau de ll. 141 mais aussi de 
la stabilite de la r-surholonomie par image directe par une immersion fermee et image inverse extraordinaire (voir l3.8l 
et deET9l, □ 

Proposition 3.11. Pour tout r G NU {°°}, on a V equivalence entre les deux assertions : 

1. La r-surholonomie est stable par produit tensoriel interne ; 

2. La r-surholonomie est stable par produit tensoriel externe. 
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Demonstration. Comme la r-surholonomie est preservee par image inverse extraordinaire (voir l3.8b . on obtient d' abord 
par definition du produit tensoriel externe (voir ll.5.TT > 1' implication!]]) => l"2"j) . 

Reciproquement, notons J)\,p% : X x§ X — > X les projections respectives a gauche et a droite, 8 : I^lx§I 
l'immersion diagonale. Pour tous complexes £1 et £2 G LDQ qc (D^), 

8 ! (£ 1 l; s £ 2 ) = 5 ! ( /7 -(£ 1 )^ XxsXQ p 2 (£ 2 )[-2^])^ £i® t 0t / 2 [-^], (3.11.1) 

l'isomorphisme resultant de la commutation de l'image inverse extraordinaire (decalee de la dimension relative) aux 
produits tensoriels internes (voir par exemple [Car04b , 1 .2.22]). Si la r-surholonomie est preservee par produits tenso- 
riels externes, comme elle Test aussi par image inverse extraordinaire (voir |3.8t , par |3.11.n on obtient alors la stabilite 
par produits tensoriels internes. On a ainsi verifie[2j = ^T|) . □ 

3.12 (Transitivite de l'image directe par un morphisme propre pour les complexes surholonomes). Soient / : X' — ► X, 
g : X" — > X' et h : X'" — > X", trois morphismes propres de V-schemas formels lisses. 

• II decoule de la remarque [Car06b] 1.2.16] que Ton dispose, pour tout S G Surhol i^x" q)' ^ e ^i somor phisme 
canonique (f°g)+(Q) — ► /+ °g+(5), fonctoriel en 9- On obtient ainsi des « isomorphismes de transitivite de l'image 
directe par un morphisme propre pour les complexes surholonomes ». En outre, d'apres |Car06b, 1.2.16], celui-ci est 
par construction compatible a Frobenius (voir ll.l2l pour la commutation de l'image directe a Frobenius) et associatif 
i.e., pour tout 'K <E Surhol (-^L'" q)' ' es deux morphismes composes (/ og o/i) + (J{) {f°g)+ oh + {'K) -^-» / + o 
g+oh+CK) et (fogoh) + (X) f + o(goh) + (K) f+og+oh+CK) sontegaux. 

• On dispose d'apres Berthelot d'une seconde construction plus naturelle de l'isomorphisme de transitivite : (/ o 
g)+(9) — * /+°<?+(S) (pour une description de la construction, voir par exemple [Car05bJ 1.1.2])dontlacompatibilite 
a Frobenius est loin d'etre evidente. 

• En fait, d'apres la remarque [Car05b 1.2.9], ces deux isomorphismes de transitivite du foncteur image directe 
sont identiques. Pour le verifier, nous avons etabli que les morphismes d'adjonction entre image directe et image 
inverse extraordinaire par un morphisme propre sont transitifs, en prenant pour isomorphisme de transitivite de l'image 
directe ceux construits par Berthelot. 

3.13. Soient / : X' — > Xun morphisme propre de V-schemas formels lisses, £ e ^surhoi^!: q)> ^' e ^surhoi^x' q) - 
Comme un complexe surholonome est en particulier coherent et que la surholonomie est stable par image inverse 
extraordinaire et par image directe par un morphisme propre, par 11.11.21 on dispose des morphismes canoniques 
d'adjonction £' - ff+ (£'), /+/' (£) - £. ' 

En outre, si / est une immersion fermee, ces morphismes d'adjonction sont des isomorphismes pour tout £ £ 

^surhoiP^Q) & su PP ort dans x ' et tout £/ e ^surhoiC^r.Q)- Enfin ' P our tout £ e ^whoi^x,®)' on beneficie comme 
dans le cas surcoherent ( IICar04bl 3. 1 . 12]) d'un isomorphisme compatible a Frobenius /+/' (£) M.rJ x , (£) s'inscri- 
vant dans le diagramme canonique : 

/+o/ ! (£) ^£ (3.13.1) 

Kr£,(£) »-£. 

4 D -modules arithmetiques surholonomes sur une variete. Cas simple 

Pour construire les complexes de D-modules arithmetiques surholonomes sur une variete U, nous etudions dans 
cette section le cas oil la variete U se plonge dans un V-schema formel propre et lisse (voir l4.18l . 

Notations 4.1. Soient X un V-schema formel lisse, T et Z deux sous-schemas fermes deX et U := Z\ T. On note alors 
(F-)9Jl% TZ la categorie des (F-)D^ ^-modules surholonomes £ a support dans Z et verifiant Rr^(£) = 0. 

En utilisant le triangle de localisation 1 1 . 1 5 . 3l en T, on remarque que la condition RTj.(£) = equivaut a dire 
que le morphisme canonique £ — > (^T)(£) est un isomorphisme. Lorsque T est un diviseur de X, cette condition est 
equivalente a demander que la structure de ^-module de £ se prolonge en une structure de D^(^T)Q-module. 
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De meme, on note (F-)€.^ T z la sous-categorie pleine de (F-)D\ mhoX { r D'^ „) des complexes £ verifiant (^Z) (£) = 
etRTj.(£) =0. 

4.2. On garde les notations l4.ll Dans [Car04bl 3.2.1], on a defini les categories analogues a celles de l4.1l enremplacant 
« surholonome » par « surcoherent ». On les avait designees par {F-)9Jtx,T,z et (F-)€x,t,z- Comme la surholonomie 
est une notion plus forte que la surcoherence, on obtient les inclusions : (F-)DJl^ TZ C(F-)dJlx,T,z et (F-)C^ TZ C(F- 

)€-X,T,Z- 

De plus, si T est un diviseur et si X est propre, la sous-categorie pleine de (F-)D^ oh (D^ x ( ! T)q) des (F-)complexes 
£ tels que H>j(£) E (F-)£x,t,z avait ete notee (F-)<t^ TZ (voir [Car04b, 3.3.1]). Comme le foncteur D7- stabilise la 
categorie (F-)C^ TZ , on obtient l'inclusion (F-)C^ rz C (F-)€^ TZ . 

Remarques 4.3 (Frobenius). Dans toutes les assertions de cette section, les structures de Frobenius sont inutiles. Plus 
precisement, on peut remplacer « F- » par « (F-) ». Afin de ne pas alourdir les notations, nous avons parfois omis 
d'indiquer les parentheses. 

Definition 4.4. Avec les notations 14.11 on definit « le foncteur dual sur F-£% TZ » en posant D7 := fr)oD : 
rz -> F-€.£ TZ , ou D est le foncteur dual 2)^ Q-lineaire de ll.l0.6l (i.e.. le diviseur est vide). 
Lorsque T est un diviseur, on verifie de maniere analogue a la preuve de 13 .41 1' isomorphisme B;r(£) — > (*T) o 
D(£), oil ID (resp. Br) est le foncteur dual D^. Q-lineaire (resp. 2)^(^r)Q-lineaire) de ll. 10.61 Cela unifie done nos 
notations. 



Proposition 4.5. Avec les notations de \4.1\ soit £ S £j TZ . On beneficie de V isomorphisme canonique 1 : £ — > 
J} T o Or (£), dit de « bidualite », compatible a Frobenius. 

De plus, soit f : y — > X un morphisme propre de V-schemas formels lisses. On dispose alors de V isomorphisme 
f + o IDy_i^ (£) — > Dj a f+ (£) dit de « dualite relative ». 

Demonstration. On dispose du morphisme canonique D(£) — > (^T)B(£) designe par u. Ennotant£i = ( t r)D( t r)ID)(£), 
£2 = (^T)DD(£), on obtient le morphisme v := (^T)D(m) : £2 — > £2- Dans un premier temps, verifions que v est un 
isomorphisme. 

Soit T' D T un diviseur de X contenant T. Par 11.15.41 ^T')(^T)1D) -^U ( f r')D. Or, d'apres MVirOOl 1.4.4], le 
foncteur dual commute a l'extension des scalaires et done (^T')B — > B^/f^T'). On obtient done par composition : 
( t r')( t 7 , )B Dr/^T'). Ainsi, ( f 7")(v) Dy/(^T')(i<). Par ll. 15.41 ( + r')(w) est un isomorphisme. II en resulte 
alors que (^T')(v) est un isomorphisme. 

Soient T\,...,T r des diviseurs deX tels que T C n^T;. Par recurrence sur r, verifions maintenant que (' n[ =1 7})(v) 
est un isomorphisme. Le cas ou r = 1 vient d'etre traite. Supposons r > 2. Les triangles distingues de Mayer- Vietoris 
(voir ll.l5~8b utilises pour T\ et T( : = n[ =2 7i donne par fonctorialite : 

C7inr/)(£i) — - (tro^OeCr/)^!) — - (tiiur/)(£i) nr/)(£ 1 )[i] (4.5.1) 



(tr in r')(v) 



(+r,ur,')(v 



(tr,n7*)(v) 



(tri nr/)(£ 2 ) — - (^i)^) © ( + r/)(£ 2 ) — - Ct, ur/)(£ 2 ) — - nr/)(£ 2 )[i]. 

Par hypothese de recurrence, ( T T\ ) (v) © (^T() (v) et ( + 7i U T()(v) sont des isomorphismes. Via l4.5.ll il en resulte que 
C ^i=i ^)( v ) est un isomorphisme. 

Comme T est une intersection de diviseurs, il en resulte que (^T)(v) est un isomorphisme. Or, d'apres [1.15.41 
£1 (^r)(£i), £2 -^-» ('7 , )(£2). D'ou : v -^-> ( T r)(v). Ainsi v est un isomorphisme. On construit alors l'isomor- 
phisme de bidualite 1 en posant : 

i : ( t r)B( t r)B(£) -^-> ( t r)BB(£) ( f r)£ <-^- £, 

V 

ou le deuxieme isomorphisme se deduit de F isomorphisme de bidualite de Virrion (voir ll . 10?7b et le dernier de ll. 15.41 
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Avec l'isomorphisme de dualite relative (voir ll.H~TT i et la commutation de l'image directe aux foncteurs localisa- 
tions (voir l 1 . 15?7t . on constmit l'isomorphisme de dualite relative via le compose : 

/+°\i ( r)(£) = /+ ° ( t / - 1 (r))oB(£) [ _^_ i ( t r)o/ + oD(£) |i -^ i| ( t r)oDo/ + (g) - B T o /+(£). 

□ 



Proposition 4.6. Soient X un X '- schema formel lisse, Z, Z', T et T des sous-schemas fermes de X tels que Z\T = 
Z' \ T 1 . On beneficie alors des egalites F-^Xft^- TZ = F-DJV^ T , z , et F-(t^ TZ = F-€^ T , z ,. En particulier, en notant U 
I 'adherence schematique de U :=Z\T dans X, F-DJl% TZ = F-DJt^ t jj et F-€^ TZ = F-$^. T jj- 



Demonstration. D'apres [Car04b, 3.2.4], on dispose des egalites F-Tlxj.z = F-DJIx.t'.z' et F-€x,t,z — F-£ X T i z t. 
Les inclusions F-DJl^- TZ C F-DJIx,t,z, F-<t\ tz ^ F-£x,t,z (voir l4.2l i nous permettent alors de conclure. □ 

Lemme 4.7. Soient f\ : X 2 — > X\, fz : X3 — ► X2 deux morphismes de \ '-schetnas formels lisses, Z\ un sous-schema 
ferme de X\ . On pose Z 2 := f\ (Z\ ), Z3 : = f^ 1 (Z2 ) . 



Les diagrammes canoniques de foncteurs F-£t 



F-C 



X3.T3.Zi ■ 



(fi°f2) [ RF z 



rk(/io/ 2 ) ! (/io/ 2 )'(t Zl ) 



-t f ! f ! 
-Z3J2JI' 



fifi(%) 



( + Z 3 )(/ 10 / 2 ) 



r- 5 - /i^i_z 2 ^ 1 

(4.7.1) 

ou les isomorphismes horizontaux sont les isomorphismes de commutation a l'image inverse extraordinaire dufoncteur 
cohomologique local ou dufoncteur de localisation (voir \1.15.6t , est commutatif. 

Demonstration. Le cas du foncteur de localisation se traitant de maniere identique, contentons-nous de prouver le 
cas du foncteur cohomologique local. Rappelons d'abord que le morphisme du haut a gauche de l4.7.1l correspond 
par construction (plus precisement, voir la construction dans la premiere partie de la preuve de lCar04bl 2.2.18.1]) au 
compose des morphismes canoniques : 

(/1 oyy'Kil, ^ KEz 3 (/i °/2) ! Krl i Mry.A o/ 2 ) ! . 

II s'agit d'etablir que le rectangle du fond (et vertical) du diagramme ci-dessous 




(4.7.2) 



4,C/i°/2) 1 Kil 1 



est commutatif. Le rectangle horizontal et celui oblique sont commutatifs par fonctorialite, tandis que le triangle de 
droite Test par definition. Toutes les Heches etant des isomorphismes, il est alors equivalent de prouver que le triangle 
de gauche est commutatif. Considerons pour cela le diagramme canonique suivant : 



fiAm^ — fm^nm 





^zjifv 



(4.7.3) 
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Les trois petits « carres » de ce diagramme sont commutatifs par fonctorialite. Par exemple, celui du milieu Test par 
fonctorialite du morphisme canonique KtJj ./^KTt f{ — ► fjP^z.if\ wm ^Ez, ~~ * Id. Le compose du haut de !4.7.3l est 
l'identite de Kr^/^/iK^t . Le compose du bas de !4.7.3l est l'isomorphisme canonique /j/i^Ez, — * MT^/ j/j du 
triangle de gauche de !4.7.2l La commutativite de !4.7.3l se traduit done par celle du triangle de gauche de 14.7.21 □ 

Theoreme 4.8 (Operations cohomologiques sur les schemas). Soient f\ : X2 — > Xi un morphisme propre de V- 
schemas formels lisses, pour i = 1,2, 7} et Z, des sous-schemas fermes de Xi et Ui := Z; \ 7}. On suppose que le 
morphisme f\ induit un morphisme g\ : U2 — ► U\. 

Les foncteurs f\ + et Or, 0/1+ oDj 2 induisent alors des foncteurs F-£.£ 2 ^ Zj — > F -Cj, r, z, • De plus, les foncteurs 
^-z.-, (^^2) °/i D72 oMr^, o('?2)o/^ oD^ induisent des foncteurs F-€.^ { T[ Z] — »F-(££ 2 r,z 2 - Ces foncteurs seront 
notes abusivement g\ + , g\\, g[ et g\ (en fait, ces notations ne sont pas toujours abusives : voir la remarque \4.9\ . On 
les appellera respectivement « image directe », « image directe extraordinaire », « image inverse extraordinaire » et 
« image inverse » par g\. 

De plus, soient f 2 : X3 — » X2 (resp. : X4 — > X3) un morphisme propre de V- schemas formels lisses et, pour 
i = 3, 4, 7} et Zj deux sous-schemas fermes de Xj et Uj :=Z,-\ 7}. On suppose que le morphisme f% (resp. fo) induit un 
morphisme g2 ." I/3 — + t/ 2 (res/?. £3 : C/4 — » f/3). 

(9n dispose alors de l'isomorphisme de transitivite canonique g 2 g\ — * (gi 82)' ■ Celui-ci verifie la condition 

d 'associativite : les deux isomorphismes composes g^o g' 2 ° g\ — > g'j, (gl g2)'' ► fel ft°ft) ! ^4 S2 ?i > 

(g2°g3)°g[ (g\ °g2°g?,y sont identiques. 

De meme, pour les foncteurs images inverses, images directes ou images directes extraordinaires, on beneficie 
d' isomorphismes de transitivite canoniques analogues, ces isomorphismes verifiant la condition d' associativite cor- 
respondante. 

Demonstration. Commencons par prouver que les factorisations sont valables. Soient £ 1 G F-<t% ( T z , £2 G F-€^ Tl z . 
Par 13.91 /i+(£a) est un complexe surholonome. D'apres l4~6l on peut supposer que Z2 est l'adherence schematique 
de U2 dans X2. II en resulte Finclusion Z2 C f\ (Zi). Le complexe /i+(£2) est done a support dans Z\. En outre, 
puisque UzCif^ (2i) = 0, grace a 14.61 quitte a remplacer T2 par T2Uf{~ (7i), on se ramene au cas oil T2 contient 
f^ l (T\). Ainsi RT T] o /i+(£2) — -> f\+ oiT^^i^) — — > (voir 1 1.1 5771 pour le premier isomorphisme et ll.15.11 
pour le second). Nous avons ainsi verifie que /i+(£2) G F-<£% T[ z . Puisque le foncteur Or, (resp. Br 2 ) preserve 
F-£% { T z (resp. F-£.% 2 Ti Zj ), on en deduit que Or, 0/1+ oDj 2 (£2) G F-£% i T{ z . De maniere analogue, via la stabi- 
lity de la surholonomie par image inverse extraordinaire et foncteur cohomologique local (voir 13. 3151 13.8b . on etablit 
que Mr Z2 o (tJi) o /■ (£i),Or 2 ° (^2) °f{ oD r , (£1) G F-t+^fr 

Concernant la transitivite du foncteur image directe par g\ et la condition d' associativite correspondante, cela 
decoule par definition de !3.12l Avec l'isomorphisme de bidualite (voir 14. 5b . on en deduit que les proprietes analogues 
sont aussi satisfaites pour le foncteur image directe extraordinaire par g\. 

Construisons maintenant l'isomorphisme de transitivite du foncteur images inverses extraordinaires. Par commu- 
tation aux images inverses extraordinaires des foncteurs cohomologiques locaux a support strict et des foncteurs de 
localisation (voir ll . 15751 et des proprietes usuelles de composition (voir ll.157Tlll.15.4l i. on obtient : 

(Mr Z3 o (+73) o (Mr Z2 o CT 2 )ofD Kr^ n/ _ I(Z2) o (%uf^ (t 2 )) o/j o/>. 

D'apres [T77l on beneficie de l'isomorphisme de transitivite f\ o f\ — > (J\ o/2) ! - De plus, comme Z3 \ T3 = Z3 n 
/ 2 _1 (Z 2 ) \ (r 3 U/ 2 _1 (r 2 )), par l476lfT7T57T1 et ll.15.4l on en deduit : 

(Kr Za o (tr 3 ) o/ 2 ! ) o (mr Z2 o (+r 2 ) o/, ! ) ^ Mr Za o (tr 3 ) o (f, o/ 2 ) ! , 

ce qui donne par definition l'isomorphisme canonique : g 2 og\ (gi og2)'. La condition d' associativite de cet iso- 
morphisme resulte des differents cas particuliers l 1 .71 [T7l 5 .21 14.7 K il s'agit de verifier la commutativite d'un diagramme 
que Ton decompose en carres elementaires commutatifs grace aux differents cas particuliers). 
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Enfin, on deduit du cas de l'image inverse extraordinaire, via l'isomorphisme de bidualite (voir 14.5b . que les 
proprietes analogues sont aussi satisfaites pour le foncteur image inverse par g\. 

□ 

Remarques 4.9. Avec les notations 14. 81 d'apres la proposition |4.19l lorsque Xi et X 2 sont propres, les foncteurs g\ + , 
gi\, g\ et g^ ne dependent que de g\. Avec cette hypothese de proprete, les notations g\ + , g\\, g { et g^ de |4.8| ne sont 
done plus abusives. 

Theoreme 4.10. Soient f : X 2 — » 3£i un morphisme propre et lisse de V-schemas formels lisses et, pour i — 1,2, 7} un 
diviseur de Xi et Z\ un sous- schema ferme de X(, On suppose de plus que f induise I 'isomorphisme Z 2 \ T2 — > Z\ \ T\. 
On se donne £1 S (F-)97££ Ti Z] et £ 2 G (F-)^x 2 t 2 z 2 - Alors, 

1. Pour tout 1^0, JC' (/+ ) (£ 2 ) = ef J£' ( ( + r 2 ) o RT^ o f ( £ , ) ) = ; 

2. On dispose d'isomorphismes canoniques /+ a (^T^) oRTt °/ ! (£l) — ► £1 ef£ 2 ^ ( t 7 2 )o]Rr^o/ ! o/ + (£ 2 ). 

Les foncteurs f + (i.e., avec les notations de \4.8\ Id+) et Rr^ o/ ! (i.e. Id') induisent done des equivalences quasi- 
inverses entre les categories (F-)dJl^ 2 ^ z ^ et (F-)DK^ i T[ z . Lorsque Z 2 esf V adherence schematique de Z 2 \ T 2 ofans 
X 2 , le foncteur (^r 2 ) esf inutile. 

On dispose des memes resultats en remplacant « 9Jt + » par « 9Jt ». 

Demonstration. En notant F adherence schematique de Z 2 \ T 2 dans X 2 , comme Z' 2 \ f^ (T\ ) = Z 2 \ r 2 , grace a 14. 61 
(et l 1 .15. ll II . 15.4-b . on verifie que pour tout £1 G (^-)9?l3c 1 ,7'i.z 1 (et done pour tout £1 6 (F-)dJl^ [ Ti Z[ ) le morphisme 
canonique 

W} z , 2 o / ! (£1 ) -» ( + r 2 ) o KT^ o / ! (£ [ ) (4. 10. 1) 

est un isomorphisme. On se ramene ainsi au cas ou Z 2 est l'adherence schematique de Z 2 \ T 2 dans X 2 . Dans ce 
cas, le foncteur (^r 2 ) est bien inutile. Le cas ou « SDT + » est remplace par « 9JI » a ete traite dans [Car04b 3.2.6] 
(l'enonce de [Car04b , 3.2.6] est correcte lorsque Z 2 est l'adherence schematique de Z 2 \ T 2 dans X 2 , autrement il faut 
rajouter le foncteur (^r 2 )). Rappelons que d'apres [Car04b[ 3.2.2.1], le theoreme [Car04b, 3.2.6] reste valable sans 
structure de Frobenius. Le cas non respectif, i.e. celui concernant « Wl + », s'en deduit aussitot grace a la stabilite de la 
surholonomie par image inverse extraordinaire et image directe par un morphisme propre, par foncteur cohomologique 
local a support strict et foncteur de localisation (voir l3. 3113. 8113. 91 >. □ 

La proposition 14. 1 21 ci-dessous nous sera necessaire dans la procedure de recollement de 15.21 (qui permet d'apres 
I5.5l de construire, pour toute variete U, la categorie (F -)DJl J). Cette proposition ^. 12l est une consequence du theoreme 
14. 101 ainsi que du lemme ci-apres. 

Lemme 4.11. Soient X un "V -schema formel lisse, T un diviseur de X, Z un sous-schema ferme de X et U := Z\T. 

Soient n diviseurs T\ , . . . , T n de X tels que U I= i „E/; = U, avec Ui \=Z \ 7). Soit £ G D^fBj q) a support dans Z. 

Si, pour tout i = 1, . . . ,n, (^7})(£) = alors (^T)(£) = 0. 

Demonstration. Comme (^T)(£) G ^coh^i^-Oo)' ^ resulte de l 1.91 que (^T)(£) = si et seulement si £ est nul 
en dehors de T. On se ramene ainsi au cas oil T est vide. D'apres [Car04b 2.2.9], comme £ est a support dans Z, 
^Ez(£) — y £• De plus, pour tout i = 1, ...,«, le triangle de localisation en 7} (voir ll.l53t donne M.r} Tj (£) — > £. Par 
[TBU on en deduit : Mr^ nn=] ^.(8.) £. Comme Znn /= i,..., n 7- = 0, W^ nn . =] r< (£) =0. D'oil £ = 0. □ 

Proposition 4.12. Soient f : X' — » X un morphisme propre et lisse de "V-schemas formels lisses, T ( resp. T') un 
diviseur de X (resp. X'), Z (resp. Z') un sous-schema ferme de X (resp. X') et U := Z\T (resp. U' := Z' \ T'). On 
suppose que f induise une immersion ouverte j : U' U. 

Pour tout £ G (F-)Wl XlTl z, pour tout I ^ 0, M z (( t 7")MT z , o/ ! (£)) = 0. Le foncteur f := (^T')MT} zI of induit 
done le foncteur f : (F-)D)lx,T,z (F-)9Jlx' t' Z'- De meme en remplacant la surcoherence par la surholonomie, i.e., 
« 9Jt » par « 9Jl + ». 
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Demonstration. Comme un module surholonome est surcoherent, le cas surholonome decoule immediatement du 
cas surcoherent. Traitons done ce dernier. Soit £ G (F-)9Jlx,T,z- Comme le morphisme canonique £ — » £(' 7) est un 
isomorphisme, avec |1.15.4| et |l. 15.61 on obtient l'isomorphisme ( f T')RT} z , of -(E) ( t 7" Uf Q l (T))MT} z , of -(E). 
Comme Z'\T'=Z r \ {T'Uf l {T)), par HTTOl {F-)m X ',T',z> = {F-)Tt x , T , uf -i {T) z ,- Quitte a remplacer T par 7" U 
fn (T), on peut done supposer fn (T) C T'. Par stabilite de la surcoherence par image inverse extraordinaire et 
foncteurcohomologique local, (T'jRTjp o/ ! (£)) G D^X^CTOq). On en deduit, d'apres[L9] que ^((^^M^, o 
/'(£)) = si et seulement si sa restriction en dehors de T' est nulle et done si et seulement si sa restriction en dehors 
de f^ 1 (T) est nulle. Quitte a remplacer / par le morphisme propre et lisse induit X' \ f$ 1 (T) — > X \ T, on se ramene 
ainsi au cas oil T est vide, i.e., U = Z. 

Comme j : U' Z est une immersion ouverte, Z\j(U') est un sous-schema ferme de X. II existe done des 
diviseurs T\ , . . . , T„ de X tels que n,-=i r . .^TJ = Z\j(U'). Pour tout / = 1, . . . notons 7)' := 7' U/^ 1 (7}) les diviseurs 
de X' correspondants et Uj := Z' \ T?. L' immersion ouverte j induit done, pour tout i = 1, . . . ,n, l'isomorphisme 

Ul ^ j(U') \ Ti. Or, comme Z \ 7) C Z \ n,-=i „Ti = j(U'), on obtient Z\7- C \ 7-. D'ou Z\ 7- = ;(!/') \ 7-. 

Le morphisme / induit done l'isomorphisme {/' -^-> Z\7}. Ainsi, d'apres 14.101 (7 7 -)9Jl x / r / z / = (F-)9Jl3e,7;,z et , pour 
tout / ^ 0, comme £(+75) G (F-jaJlx.r^ alors J< 1 T^W^, of (£( f 7;))) = 0. Comme T( est un diviseur, le foncteur 
(}T() est exact sur la categorie des modules coherents (voir ll.lOTt . On obtient done, via aussi 11.15.41 et IT~1 5 . 61 
l'isomorphisme canonique 

?T[){K l {W^ z ,of\e.))) l K l ^T()W^ z ,of\^T i )))=0. 

D'apresgTQ comme U i= i n U[ = U', on obtient alors (T')(5C f (HT^ o/ ! (£))) = 0. Comme T' est un diviseur, il en 

resulte lK'((V)]Rr z , o/ ! (£)) ( + 7")(5C'(Kr^ °/ ! (£))) = 0. □ 

Remarques 4.13. Dans la proposition l4.12l le fait que 7 et J' soient des diviseurs est indispensable. En effet, voici un 
contre-exemple : soient X un V-schema formel lisse tel que dimX > 2, T un sous-schema ferme lisse de X de codi- 
mension pure egale a 2. On obtient ainsi une immersion ouverte j : X \ T C X . D'apres 1731 Ox,Q G F-9Jt^ 0X . Avec 
les notations analogues a 14. 121 on pose f(Ox.o) ■— ®x,($0T). On verifie grace au triangle distingue de localisation 
(voir ll.15.3t 

Kr^Oje.Q) -> Ox.® - o^r) ->keJ.(0s,q)[i], 

que Jf 1 (O^qC'T)) — ► 3^t-(0:£,q) 7^ 0. En effet, si u : X est un relevement de T <—> X (ce qui est localement sur 
X possible, par exemple lorsque X est affine), 3-Cj(Ox,q) —* m +(0t,q) i= 0. En d'autres termes, IK 1 (/ {Ox,q)) 0- 

4.14. Pour z = 1,2, soient X, un V-schema formel propre et lisse, 7) un diviseur de Xj, Z; un sous-schema ferme de X{. 
On suppose en outre que Z2 \ To = Z\ \ T\. Les categories (F-)3JlJ r Z[ et (F-)3JlJ r Zi sont alors canoniquement 
isomorphes. 

En effet, de maniere analogue a [Car04b, 3.2.9], quitte a remplacer X2 par Xi x X2 (et utiliser les projections de 
Xi x X2 sur Xi et X2), on se ramene grace a 14.101 au cas ou il existe un morphisme propre et lisse / : X2 — > Xi 
induisant l'identite sur Z2 \ 72. Le theoreme 14. 1 01 nous permet dans ces conditions de conclure. 

Definition 4.15. D'apres l4.14l si U est une variete telle qu'il existe un V-schema formel X propre et lisse, un diviseur 
T de X, un sous-schema ferme Z de X tels que U = Z \ T, la categorie (F-)Tl^ TZ ne depend canoniquement que de 
U. On la notera done simplement (F-)9Jtjy . 

Ses objets seront nommes « (F-)I>t/-modules arithmetiques surholonomes ». lis constituent un analogue p-adique 
de la categorie des T>u c -modules holonomes, ou Uc est une variete sur le corps des complexes C. Nous etendrons dans 
|5]la construction de (F-)9JtJ pour une variete U quelconque. 

Theoreme 4.16. Soient f : X2 — ► Xi un morphisme propre de "V -schemas formels lisses, T\ etZ\ deux sous-schemas 

fermes de X\, T2 et Z2 deux sous-schemas fermes de Xt_. De plus, on suppose que f induise V isomorphisme Z2 \ 72 > 

Zi\T h 

Alors, les foncteurs f+ et (jT^oWTt of' induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories (F-)C^ 2 j 2 
et (F-)£% [ T[ z . Lorsque Z2 est I' adherence schematique de Z2 \ 72 dans X2, le foncteur (^Ti) est inutile. On dispose 
des mimes resultats en remplacant « £ + » par « £ ». 
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Demonstration. L' i somorphi sme |4. 10. II (de la preuve de 14. 10b reste valable pour £1 6 (F-)<Lx\,T x ,Z\- On se ramene 
alors (de maniere analogue a 14.10b au cas oil Zi est F adherence schematique de Z? \T% dans Xi. Dans ce cas, le 
foncteur yT%) est inutile et le theoreme a alors deja ete traite pour les complexes surcoherents dans [Car04b„ 3.2.8]. 
Le cas concernant « € + » (a la place de « <t ») en resulte grace a la stabilite de la surholonomie. □ 

Remarques 4.17. La difference entre les deux theoremes 14. 101 et 14. 161 est que le premier concerne les « modules » 
tandis que le second traite des « complexes ». Pour que les foncteurs que nous utilisons dans ces deux theoremes (i.e., 
ceux de la forme /+ et (T2) oWtt of) preservent bien le fait d'etre un module (i.e., la condition 14. 1 01 1 1 doit etre 
verifiee), les hypotheses de 14.101 sont alors plus fortes que celles de 14.161 : le morphisme / est lisse en plus d'etre 
propre et les sous-schemas fermes T\ et T2 sont en outre des diviseurs. Le fait que T\ et T2 soient des diviseurs permet 
d' utilise d 1.91 ce qui est techniquement tres appreciable (dans la preuve de |Car04b, 3.2.6], cela permet de traiter assez 
facilement le cas ou Z2 \ T2 est lisse). De plus, l'hypothese de lissite de / permet de conserver des diviseurs, i.e., le 
sous-schema ferme / (T\ ) est alors un diviseur de X2- Enfin, le contre-exemple de l4.13l indique que l'hypothese que 
T\ et 7? soient des diviseurs permet (dans le cas des modules) de travailler dans un cadre plus adequat. 

Definition 4.18. Soit U une variete telle qu'il existe un V-schema formel X propre et lisse, deux sous-schemas fermes 
Z, T de X tels que U = Z\T. De facon similaire a 14. 151 ou a flCar04b 3.2.9], il decoule de 14. 161 que la categorie 
(F-)€.^ TZ est independante de X, T et Z, ne depend que de U et sera designee par {F-)D^ mhol (Du). Ses objets 
sont appeles « (F-)complexes de CD-modules arithmetiques surholonomes sur U » ou simplement « (F-)complexes 
surholonomes sur U ». Elles correspondent a un analogue /?-adique de la categorie des complexes a cohomologie 
bornee et holonome sur une variete complexe Uc no tee D^ oX {Du c ). 

Proposition 4.19. Soient g : U2 — > U\ un morphisme de varietes. On suppose que, pour i = 1,2, Uj se plonge dans un 
V-schema formel propre et lisse X,-. On note alors Z; V adherence schematique de Ui dans Xj et 7] := Z; \ t/;. 

On dispose alors des foncteurs canoniques g+, g\ : F-D^ mhol (Tl U2 ) F-D^^CD^ )etg ] , g + : F-D^^Dj/j ) -» 
F-D^ mhol (Du 2 ). Ces foncteurs ne dependent canoniquement que de g et sont respectivement « V image directe », 
« I' image directe extraordinaire », « V image inverse extraordinaire » et « V image inverse » par g. 

Lorsqu'il existe un morphisme f : X2 — > Xi propre et lisse prolongeant g alors ceux-ci correspondent a ceux 
defmis dansgM i.e., g + = f+, g, = B Tl o/ + o% g- = Wr} Z2 o (+r 2 ) of, g+ = oRr^ o (*T 2 ) ofoB Tl . 

Demonstration. Quitte a remplacer X2 par X2 x Xi, T2 par la reunion des images inverses de T\ et T2 sur X2 XX\, Z2 
par F adherence schematique de U2 dans X2 xXi, grace a 14. 161 on peut supposer qu'il existe un morphisme propre et 
lisse / : X2 — > Xi prolongeant g. 

On verifie a present que les foncteurs definis dans 14.81 ne dependent canoniquement pas du prolongement /. En 
effet, soit /' : X 2 — > X' x un second morphisme de V-schemas formels propres et lisses prolongent g. Pour i = 1 , 2, on 
note de meme Z\ F adherence schematique de Ui dans X\ et T! := Z\ \ Ui. 

Alors, quitte a remplacer X; par X\ x X,, T- par la reunion des images inverses de Tj et T! sur X[ x Xi, Z\ par 
l'adherence schematique de Ui dans X[ x Xi, on peut supposer qu'il existe un morphisme u\ : Xj — > Xi (resp. U2 '■ 
X, — > X2) propre et lisse induisant l'identite sur U\ (resp. U2) tels que / o U2 = u\ o f et tels que les foncteurs m,- + et 
(^T-) oir^, o u\ induisent des equivalences quasi-inverses F '-Cj, Tj z . = F-€.^, T , z , (voir 14.16] ). 

Soit £2 G F-£^., T i z i ■ II lui correspond canoniquement £2 = M2+(£9) G F-£.^ ^ Zy On obtient alors l'isomor- 

phisme canonique /+(£ 2 ) — > «i+/+(£2)- En d'autres termes, le foncteur g + est canoniquement independant du 
choix du prolongement /. On procede de meme pour les trois autres foncteurs. 

□ 

Remarques 4.20. Avec les notations de 14.191 et de sa preuve, lorsque g est propre, on peut meme supposer que le 
prolongement / verifie T2 = f^ 1 {T\). 

En effet, d'apres BHar77l II.4.8.(e)], le fait que g soit propre implique que l'immersion ouverte U2 » Z2 \/q~ (7i) 
est un morphisme propre. Comme U2 est dense dans Z2, on obtient alors U2 — Z2 \ f<y l {T\). D'ou : F-<L^ TiZi = 
F-£+ v (voirl4T6ll. 
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Proposition 4.21. Soit U une variete qui se plonge dans un V - schema formel propre et lisse X. Soient u : Y ^->U une 
immersion fermee et j : U \Y C U 1' immersion ouverte induite. On dispose alors, pour tout £ £ F-D^ h du 
triangle distingue de localisation : 

u + u ] (Z)^£^j + f(£)^u + u ] (£)[l}. (4.21.1) 

Demonstration. Notons Z (resp. Z') l'adherence schematique de U (resp. Y) dans X et T := Z\U. Considerons £ 
comme un element de F-CC^ TZ . On dispose du triangle de localisation (voir l 1.1 5731 : 

RT Z ,(£) -» £ -> ( + Z')(£) -» MT^(£)[1]. 

Comme F =Z'\T, on remarque que F-£j = F-£+ rz ,. Par definition (voir |4~T9l >, m ! (£) = Rr z ,(£) etM+(Rr_ z ,(£)) = 
RT Z ,(£). De meme, comme(/\y = Z\(7 , UZ') alors F-£+^ = F-£+ ruz , z , /(£) = ( f Z')(£) et ;+((tZ')(£)) = 
(tZ')(£). 

□ 

4.22 (Isomorphisme de dualite relative). On garde les notations de 14. 191 Comme il est encore conjectural que l'iso- 
morphisme de dualite relative d'un morphisme propre ( voir l 1. 1 l~Tl puis l4~5l l soit compatible a Frobenius, il n'est pas 
clair que le foncteur ©ae, .r, : F-(T£ T z — > ^"^a;, t { z { so ^ independant, a isomorphisme canonique pres, du choix de 
Xi, T\ et Z\ tels que C/i =Z\ \ T\. La construction d'un foncteur dual sur F-D^ h j(Df/, ) devient done problematique. 

Pour y remedier, on construit alors la categorie F-D^ lhol (Du 1 ) ainsi que le foncteur dual ED^ induisant l'equiva- 
lence de categories 1%, : F-D^ mhol (D Ul ) = F-D^ rhol (T) Ul ) de la maniere suivante. 

De facon analogue au theoreme 14. 161 lorsque g est un isomorphisme, on verifie que les foncteurs f\ et Do ('T^) o 
Rr Z7 o/ ! ol induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories (F-)£j j 2 Zi et (F-)(£i T[ Z] . II resulte de 
cette « version dualisee » du theoreme 14. 161 que la categorie (F-)£^ Ti z est alors independante du choix de Xi, 7\ 
et Z\ tels que C7] = Z\ \ T\ a isomorphisme canonique pres (ces isomorphismes canoniques sont dans cette deuxieme 
construction de la forme /iouBo (tj 2 ) o Rr Zi o/ ! o D). On la note alors (F-)D^ rhol (D£/). 

Le foncteur B^,,^ : F-C^ r] z — > F-(£j r z induit alors les equivalences de categories 

: P-DUo^i/,) ^-O^hoiPW : F-D* u v rhol S F-DJUmC^i)- 

En effet, via le theoreme de bidualite qui commute a Frobenius (voir l 1.1077V on verifie que le foncteur Dj/j ne depend 
pas a isomorphisme canonique pres du choix du triplet (Xi , T\ ,Zi) tel que U\ =Z\\T\. 

. En oubliant Frobenius (voir[47J, on a D^JVv, ) = D^J^ ) et B Vl : D^Dj/, ) S (Ifc, ). Lorsque 

g est propre, il decoule de |4.5| que Ton dispose de Fisomorphisme de foncteurs D° i(2)j/ 2 ) — ► O^j, i(f{/i ) : 

D^o^A^oDf/,. (4.22.1) 

Cet isomorphisme correspond au « theoreme de dualite relative ». 

• Enfin, si le theoreme de dualite relative de 11 . 1 1 . ll est compatible a Frobenius, alors celui de 14.22. ll l'est aussi, 
(Fisomorphisme f\ -^-» f + commute a Frobenius et done) F-D^ rhol (T) Ul ) = F-D^ aAol ('Du 1 )■ 

4.23 (Coefficient constant). Soient X un V-schema formel propre et lisse, T et Z deux sous-schemas fermes de X, 
dyjx la dimension relative de Z surX, et U := Z\ T. Le « coefficient constant associe a U » est defini en posant Of/ : = 

WrJ z ( Jf T)(Qx,Q)[—d u / x ]- Celui-ci ne depend pas du choix du triplet (X, T, Z) tel que Z\T = U. En effet, d'apres 
17.31 ce complexe est un objet de F-D^ urhol (2)(/). Cela resulte alors de |4.19| en remarquant que Of/ = / (0^,q) [— dy/x]- 
Notons que le foncteur y [—du fx] est un analogue de hj*. 

Lorsque U est lisse et T est un diviseur, le complexe Of/ = RT z (^F)(03e,Q)[— dyjx] est reduit a un terme. 
En effet, en notant y := X\T, il suffit d'apres [L9lde le voir en dehors de T. Or, Rr z ( t r)(0 3 e,Q)[-^f//x] 1^ ^ 
(®V,®)[—du/x]- Ce dernier est reduit a un terme car U est lisse. Dans ces conditions, Of/ est un F-X>t/-module 
arithmetique surholonome. Par exemple, si Z = X, Of/ = Ox(^7")q. 
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5 D -modules arithmetiques surholonomes sur une variete 



Soit U une variete. Lorsqu'il n'existe pas de V-schema formel propre et lisse X, de sous-schema ferme Z de X et de 
diviseur T de X tels que U — Z \ T, on peut neanmoins etendre la construction de (F-)VJlu, (F-)Wly par recollement. 
Nous detaillons la procedure dans cette section. 

Notations 5.1. On choisit un recouvrement fini ouvert (U a )aeA de U tel que, pour tout a G A, il existe un V-schema 
formel propre et lisse X a , un sous-schema ferme Z a de X a et un diviseur T a de X a tel que U a — Z a \ T a . De tels 
recouvrements existent bien. En effet, si U a est un ouvert affine de U, il existe une immersion fermee de la forme 
U a A£. II suffit alors de prendre X a egal au complete p-adique de Fespace projectif Ply, T a le diviseur de P£ 
complementaire de AjJ et Z a V adherence schematique de U a dans P£. 

Pour tous a, p et y £ A, on note pj : X a x§ Xp — > X a et p 2 : X a x§ Xp — > Xp les projections canoniques, 
Z a g l'adherence schematique de U a fl f/p dans X a x Xp (via l'immersion C/ a n f/p > f/ a x I/p ^ X a x Xp), Tap = 
(r a ) U p^ 1 (7p). On remarque que (F-)9Jty an{/ p = (f -)2JtJ aX3E|3 r z . De meme, en notant Z a py l'adherence 
schematique de U a PI £/p fl t/y dans X a x Xp x Xy, et r a py la reunion des images inverses de T a , Tp et Ty par les projections 
de X a x Xp x X T sur X a , Xp et Xy, on remarque que {F -)m+ anu ^ nUy = (^^xSpxSy.r^Z^ 

Soient ;" P : U a n C/p C t/«, 7™ P : t/ a n C/p C C/p, j" 2 p7 : C/ a n C/p n C/y C U a D C/p, j^ 1 : t/ a D C/p n C/y C C/p n C/y et 
7™ P ^ : C/ a (~l C/r fl C/y C C/ a fl Uy les immersions ouvertes. 

Definition 5.2. Avec les notations 15. II on definit la categorie (/ r -)SC7l + (C/, (Ua,X. a ,T a ,Z a ) a& \) de la facon suivante : 

- Un objet est constitue par la donnee, pour tout a 6 A, d'un objet £ a de (F-)SEJt^ Ta Za et, pour tous a, p G A, 

d'un isomorphisme a p : (£p) -—> j\^'(£a) de (F-)97lj/ a nj/p (i- e -' c '' un isomorphisme ^XaxgJtp Q-lineaire 
W!z af , ( +r ap) °P2 P! ( £ p) R Cz ap ( +r ap) °p" P! (£a))' ces isomorphismes verifiant dans (F -)M^ anu ^ nUy la 

condition de cocycle jffi' (9 a y) = hi^ (®a&) J23^ ^ a famille d' isomorphismes (9 a p) a p GA est appelee 
« donnee de recollement » de (£ a )aeA- 

- Une fleche ((£ a )aeA, (9 a p)a,peA) -> ((£ a )aeA, (9' a p)a,peA) de la categorie (F-)Wl + (U, (U a , Xa, 7a,Za)aeA) 
est une famille de morphismes £ a — » £ a commutant aux donnees de recollement respectives. 

On remarque grace a !4.12l que les foncteurs j" P ', f^ 1 etc. sont exacts, ce qui donne un sens a notre definition. 

Proposition 5.3. La categorie (F-)9Jl + (f/, (C/a,Xa,7a,Z a )aeA) ne depend pas du choix de (C/a,Xa,7a,Z a )aeA veri- 
fiant les conditions flfe l5.il 

Demonstration. La preuve se fait en trois etapes suivantes : 

i) S'il existe un V-schema formel propre et lisse X, un diviseur T de X tel que U = Z \ T ou Z est l'adherence 
de U dans X alors, pour tout recouvrement fini ouvert (X a )aeA de X tel que, quitte a prendre un recouvrement plus 
fin, T a := X \ [(X \ T) flX a ] soit un diviseur de X (par exemple, puisque X est propre et lisse, si (X \ T) nX a est 
affine : [Car07, 1.3.1]), on dispose, en notant U a '■= X a fl U, d'une equivalence entre les categories (F-)Wl% T z et 

1 Ta,Z)aeK)- 

En effet, soient p\ et p2 : X x§ X — > X les projections respectives a gauche et droite canoniques, r a p = p^ 1 (T a ) U 
P2 H^p), 2' l'adherence de f/ dans X x^X, (£ a )aeA une famille d'objets de (f-)9Jl^ raZ , munie d' isomorphismes 
-E'xxsX Q-lineaires, 8 a p : MLT Z , o (^r a p) o p^C^p) Mr z , o (T a p) o /?[(£ a ), ceux-ci verifiant la condition de cocycle. 
En notant 8 : X > X x g X l'immersion fermee diagonale, comme p\ o 8 = p2 8, il resulte de ll,15iri.l5.6l[T7l5.7l que 
8 ! (9 a p) est canoniquementisomorphe a un isomorphisme de la forme riorp : (T a )(£p) — > (^Tp)(£ a ). La famille r| a p 
verifie en outre la condition de cocycle (^7p) (tlay) = CTy)(r\ a ^) (^7a)(ilpy)- On conclut alors l'etape i) via le lemme 
suivant. 

Lemme 5.4. Avec les notations ci-dessus, soit (£ a )aeA une famille de D T x ( Jf T a )q-modules surholonomes munie d'iso- 

morphismes T| a p : ('7<x)(£p) > ( ^p)( £ a) avec OC,p G A ef verifiant, pour tous OC,P,y G A, I'egalite ( T 7p)(T|ay) = 

(^^(riorp) o (^r a )(r|py). II existe alors un unique D^{^T)q-module £ (a isomorphisme canonique pres) qui soit sur- 
holonome et muni d'une famille d' isomorphismes T|a •' CT a )(£) — > £a telle que (^7p)(r) a ) o ( t 7a)(TlB ) = Tlap- 
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Demonstration. On pose £ = ker( ©aeA^a \ ®a,peA(^7p)(£a) )> ou l a premiere fleche est induite par les mor- 
phismes canoniques £ a — » (^7p)(£a) tandis que la deuxieme se construit terme a terme via les fleches de la forme 

£p — * (iTa)(£p) — (^Tp)(£ a ). Comme, pour tout a, T C T a , £ est muni d'une structure canonique de T)^{^T)q- 
module. Par 13.51 £ est en outre surholonome (en tant que D^Q-module). Comme le morphisme canonique £ a — > 
(^r a )(£ a ) est un isomorphisme (car, par 11.91 c'est le cas en dehors de T a ), la projection £ — > £ a induit le mor- 
phisme canonique ("T a )(£) — > £ a que Ton note r| a . Verifions a present que r| a est un isomorphisme et que la formule 
( 7p ) (t| ot ) C?a)( r lp 1 ) = Tlap est correcte. Comme cela est local en X, supposons done X affine. Pour tous a, p, pour 
toute section e a de £ a , notons ['Ta)(e a ) l'image de e a dans (^7p)(£a) via le morphisme canonique £ a — > (^7p)(e a ). 
L' ensemble des sections globales de £ est {(e a ) a , avec e a 6 £ a tels que Vp,a G A, T| a p((^T a )(ep)) = ( T 7p)(e a )}. On 
calcule alors que la projection (^T a )(£) — > (^T a )(£ a ) est un isomorphisme (en effet, e a determine alors ('r a )(ep)). 
Ainsi, r| a est un isomorphisme. On calcule de meme que la formule (*7p)(T|a) C^a)(T|p ') = ^ap est correcte. 

Traitons a present l'unicite. Soit £' un Q(^T)-module surholonome muni d'une famille d'isomorphismes r\' a : 
( t r a )(£') £ a telle que (^(r^) o (^a)^'-') = T] a p. II en derive les morphismes £' -» (%)(£') £ a qui 

F la 

induisent le morphisme £' — > ker( ©aeA^a ? ©a,peA(^7p)(£a) ) = £■ Comme, pour tout a G A, (^T a )(£') — ► 
( f r a )(£), on obtient £' -^-> £. 

□ 

ii) Soit un recouvrement fini ouvert (£/ a )aeA (resp. (£/L) a 'eA') de t/ tel qu'il existe un V-schema formel propre et 
lisse X a (resp. X^/), un sous-schema ferme Z a de X a (resp Z^, de X^,) et un diviseur T a de X a (resp. 7/', de X^,) tel que 
U a =Za\ T a (resp. C/^, = Z„, \ 7^,). Grace a i), quitte a prendre un recouvrement plus fin que (U a )aeA et (U^) a / eA i, 
on se ramene a traiter le cas ou A = A' et U a = U a . 

iii) Quitte a remplacer X^ par X' a x § X a , on peut supposer qu'il existe un morphisme propre et lisse X„ — > X a dont 
la restriction a U a induise l'identite de U a - On obtient ainsi des foncteurs canoniques 63) Id' a : (F-)Wl+ z T -» 
(F-)Wlg, z , T , et Id a+ : (F-)3Jt+, z , r / — > (F-)9R% a Za Ta - Dans ce cas, si (£ a )aeA est une famille d'objets £« de 

(F -)Tl^ a Ta Za , munie d'une donnee de recollement, on lui associe la famille (Id^(E a ))aeA< qui est munie d'une 
structure canonique induite de donnee de recollement (grace aux isomorphismes de transitivite de l'image inverse 
extraordinaire de I4.8l et a son associativite). De facon analogue, on construit un foncteur quasi-inverse en remplacant 
Id' a par Id a +- 

□ 

Definition 5.5. Avec les notations 15.11 on designe par (F-)9Jty, la categorie (F-)Wl + (U, (U a ,3Ea,Ta,Za)aeA) qui 
ne depend canoniquement que de U (voir 15.3b . Un objet de (F-)3Jty sera nomme « (F-)Dj/-module arithmetique 
surholonome ». En remplacant « 9Jl + » par « Wl », on construit de meme la categorie (F-)9Jlu des « (F-)Dj/-modules 
arithmetiques surcoherents ». 

Definition 5.6. Avec les notations 15. II lorsque U est lisse, la famille (^T^C T a )(0 x a ,Q)[—dz a /x a ))aeA est canoni- 
quement munie d'une donnee de recollement. Cet objet de F-Tly sera note de Ou (on verifie que cela ne depend pas 
du choix de la famille de quadruplet (U a , X a , Z a , T a ) aeA ) et sera appele coefficient constant associe a U. 

On termine cette section par la description des categories (F-)D b (9Jlu) et (F-)D b (9Jty). 

5.7. On conserve les notations de l5.ll On designe par C h (9Jlx a ,T a ,z a ) la sous-categorie pleine de C b (2)^ a (^T a )Q) des 

complexes £* tel que £" G Tt Xa Ta z e . D'apres |4.12| on dispose du foncteur exact : Mx a j a ,z a -> Ti Xa xx ? ,T af „z ap - 

II induit done un foncteur : C b (Wlx a j a ,z a ) -^C h (Wlx a xx^T a ^z a ^)- On obtient aussiun foncteur,/'"' 31 : C b (Wlx a j a ,z ( 

C b (9Jl3c a x3Cp,7 a p,z a p) et de meme pour 7™| Y ! (6 aY ), ;jf y! ( ay), ht^fiay)- On dispose de foncteurs analogues en rem- 
placant « Wl » par « Wl + ». 

Definition 5.8. • Avec les notations de 15.71 on definit la categorie C b (9Jt(t/, (U a ,X a ,T a ,Z a ) aeA )) de la maniere 
suivante : 
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- Un objet est une famille £ = (£a,9 a p)a,peA ou £„ G C b (9% a JaAl ) 9ap : j?''^) — > jf'(^a) est un is °- 

morphisme de C b (9Rx a xXpj a p,z a p) satisfaisant la condition de cocycle j^P'{Qay) = /if^C^ap) ° hf"*' (®fiy) ■ La 
famille d'isomorphismes 9 a p est dite donnees de recollement. 

- Un morphisme/ : (£* , cc p)a : peA -> (^,6' a p)a,peA est une famille de morphismes /„ : £* -> J* de C b (9Jt£ a ,r a> z„) 
commutant aux donnees de recollement respectives. 

De maniere analogue a 15.31 on verifie que C b (9Jt(t/, (Ua,%a,Ta,Z a )aeA)) ne depend pas, a equivalence ca- 
nonique de categories pres, du choix de (U a ,3ia,Ta,Za)aeA verifiant les conditions de 15 . 1 1 et est d'ailleurs 
canoniquement equivalente a C b (Wlu), ou Wly est la categorie abelienne de !5.5l . On pourra done les identifier. 

• Un morphisme / : (£* , 9 a p) a p eA — > (^ai 9«p)a.peA est un quasi-isomorphisme si, pour tout a G A, le morphisme 
f a : £^ — > £F„ est un quasi-isomorphisme. 

• Si / et g sont deux morphismes : (£ai9ap)a,peA ~* (3 r a'9ap)a,PGA' on ^ 1 ue f et 8 sont h° m otopes s'il existe 
une famille de morphismes k a : £* — > 3^, [— 1] de C b (9Jl^ c(j 7' aj z a ) commutant aux donnees de recollement respectives 
et telle que / a — g a = dk a + k a d, ou d sont les differentielles des complexes respectifs. L'homotopie est une relation 
d'equivalence et se preserve par composition. Lorsque deux morphismes sont homotopes et si l'un est un quasi- 
isomorphisme alors 1' autre Test egalement. 

On definit la categorie K b (Wl(U, (U a ,3i a ,T a ,Z a ) aeA )) dontles objets sontceuxdeC b (97t(£/, (U a ,X a ,T a ,Z a ) ae \)) 
et dont les morphismes sont les classes d'homotopie de ceux de C b (9Jl(t/, (t/ a ,X a , T a ,Z a ) aeA )). On verifie aussi que 
K b (9Jl(U, (U a ,X a ,T a ,Z a ) aeA )) est canoniquement equivalente a K b (pJlu). 

• Si / = (/ a )aeA : (£a> 9 ap)a,p G A -» Pa, 9^p)a,p G A est une fleche de K b (Wl(U, (U a ,3t a ,T a ,Z a ) aeA )), on definit 
son cone Cf de la maniere suivante : en notant C/ a le cone de f a la famille 6/ := (C/ a ) aGA est canoniquement un 
objet de K b (Tl{U, (£/«,£«, r a ,Z a ) aGA )). Un triangle distingue de K b (Tl{U, (U a , X a , T a ^Z a ) ae \)) est par definition 

un triangle isomorphe a un triangle de la forme £ — -> 3 r ^C/-^£[l].La categorie K b (9Jl(U, (U a ,3ia, T a ,Z a ) aeA )) 
devient triangulee. En localisant cette categorie par rapport aux quasi-isomorphismes, on obtient une categorie trian- 
gulee queronnoteraD b (97t(t/, (Ua,Xa,T a ,Z a )aeA))- De meme, D b (97t(t/, (U a ,X a ,T a ,Z a )aeA)) est canoniquement 
equivalente a D b (Wlu). 

• On definit un foncteurF* : D b (Wl(U, (f/a,X a ,r a ,Z a ) aeA )) -> D b (Wl(U, (U a ,X a ,T a ,Z a ) aeA )) en posant, pour 
tout (£' ,9 a p) a .p eA G D b (Wl(U, (U a ,X a ,T a ,Z a ) aeA )), F*((£J,9 a p) a ,p eA ) := (F*£* ,9^) a ,p eA , ou 9^ est construit 
par commutativite du diagramme : 

On definit ensuite la categorie F-D b (9Jt(U, (Ua,Xa,T a ,Z a )aeA)) dont les objets sont les couples (£,0) avec £ G 
D b (9Jt(£/, (f/a,Xa,r a ,Z a ) aeA )) et0estunisomorphismeF*(£) -^U £ dans D b (9Jt(t/, (tf ,jEa,ra,3x)aeA))- 
La categorie F-D b (Wl(U, (U a ,X a , 7a,Z a ) aGA )) est canoniquement equivalente a F-D b (9Jtj/). 

• En remplacant « 371 » par « 2Jl + », on definit de meme la categorie (F-)D b (Wl + (U , (J/ a ,X a ,7a,Z a ) aeA )). Cette 
categorie est canoniquement equivalente a (F-)D b (9Jly). 

Remarques 5.9. Lorsqu'il existe un V-schema formel propre et lisse X, un sous-schema ferme Z de X et un divi- 
seur r de X tels que t/ = Z \ 7\ de maniere analogue au cas des ©-modules sur les varietes complexes (voir par 
exemple ||BGK + 87| VI. 1.1 3, 2.10, 2.1 1]), il est raisonnable de conjecturer que les foncteurs canoniques D b (9Jtj/) — > 
D b mcoh (T>u), D b (9Jly) — > D b mhol (T>u) sont des equivalences de categories. On s'interessera a cette question dans un 
prochain travail. 

6 Application aux fonctions L 

On suppose dans cette section que k est un corps fini a p s elements et F designe toujours la puissance s-ieme de 
l'endomorphisme de Frobenius. Soit U une variete qui se plonge dans un V-schema formel X propre et lisse. Pour tout 
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point ferme y de U, on note i y : Specify) <^-> U l'immersion fermee induite, p : U — > Spec A; et p v : Spec£(;y) — * Spec A: 
les morphismes structuraux. 

Definition 6.1. Soient £ e F-D^^Du) ( voir l4.22t et S est un sous-ensemble de points de U. On note S° le sous- 
ensemble des points fermes de S. On definit respectivement la fonction L associee a £ au dessus de S et la fonction 
cohomologique P associee a £ en posant : 

L(S,£,0 := J] n det ^( 1 -tF\W(p y+ i+(e.))) { ~ iy+ ' , 

P(U,£,t) := I]deti(l -tF\W( Pl £)) { ~ iy+1 , 

jez 

oil F | JC J {py+iy {£)) designe Taction de Frobenius sur W {p y +i y {£.)) et F\W(p\t) celle sur JC'QcmE) (celles-ci re- 
sultant des theoremes de commutations de Frobenius aux operations cohomologiques). 

Remarques 6.2. S'il existe un diviseur T de X et Z un sous-schema ferme de X tels que U =Z\T, nous avions defini 
la categorie F-€y (voir |Car04b, 3.3.1]). On retrouve alors, modulo Finclusion F-D^L K *('Du) C F-<£fj, les fonctions 
L et P de HCar04bl 3.3.3 et 3.3.4]. Nous avions etabli l'egalite L = P sur F-ty (voir flCar04bl 3.3.8]). 

En general, il existe toujours deux sous-schemas fermes Z et T de X tels que U = Z\T (on prend Z = F et 
T = Z\U). Mais on ne peut pas toujours choisir T egal a un diviseur. Par exemple, si U est le complementaire d'un 
sous-schema ferme de X de codimension egale a 2. 

Lemme 6.3. Soit £' —> £ — > £" — > £'[1] triangle distingue de F-D^L ^(Du). On a alors les deux egalites 

L(U,8,,t)=L(U,8',t)xL(U,8",t), (6.3.1) 
P(U, £,r) = P(U, £',f) x P(U, £",*)• (6.3.2) 

Demonstration. De maniere analogue a [Car06b 3.2.1], cela resulte du caractere multiplicatif en les suites exactes du 
determinant. □ 

Lemme 6.4. Soient j : U' U une immersion de varietes, £' G F-D^ h j(Df//). (9« dispose alors des egalites : 

L{U',Z',t)=L{U,j\{Z'),tl (6.4.1) 
P(U',£',t)=P(U,j l (£'),t). (6-4.2) 

Demonstration. L'egalite P(U\£,',t) = P(U,j\(£'),t) resulte de la transitivite du foncteur image directe extraor- 
dinaire. Traitons a present l'egalite L(U',E',t) = L(U,j\(£.'),t). Soient Z (resp. Z') F adherence de U (resp. U') 
dans X, T le complementaire de U dans Z. (resp. T 1 le complementaire de U' dans Z'). Alors, j <(£■') = D^D^^') 
et 7+ ji (£') = D r Rr^,(tr')ID)rO'! (£'))■ On obtient ainsi l'isomorphisme j + j i (£ r ) B T <Rr} z ,CT')B r {£.') 
H) t iIS) t i(8.') — ► £' (on utilise l'isomorphisme de bidualite de 14.5b . Pour tout point y' de U', notons i', l'immer- 
sion ferme Specfe(y') £/'. Pour tout / G U', on en deduit /+(;'.(£')) i[i(j + j <(£.')) -^-> /'+(£')■ Pour finir la 
preuve, il reste a etablir que si y G C/ \ U' alors i+(j<(£')) — 0. Or, dans ce cas, soit y $ Z', soit v G T'. En notant 
l 3 : Spf V(y) ^lun relevement de l'immersion fermee canonique Speck(y) X, on obtient, via l'isomorphisme de 
bidualite, l'isomorphisme it(j\ (£')) — > ID>l!,D r /(£'). Le cas y $ Z' resulte du fait que Dy/(£') soit a support dans Z'. 
Lorsquey G T', on obtient Di;, © r /(£') = m y ^T')B>(£,') = car ij, o (tj") -^-> ( + Spec/t(;y)) oij, = (voir |1.15.6> . □ 

Theoreme 6.5. Pour tout £ £ F-D^ lhol (T>u), l'egalite L{U , £,?) = P(U, £,?) <?s? validee. 

Demonstration. Afin de se ramener au cas deja etudie (voir l6.2l ou |Car04b, 3.3.8]), on procede par recurrence sur la 
dimension de U. Lorsque dimf/ = 0, cela decoule de IICar04bl 3.3.8] et de l'egalite F-D^JTly) = F-££. 

Soit U 1 un ouvert affine, lisse et dense dans U et F := U \ U' le sous-schema ferme reduit induit. Notons / : F <-^U 
et j : U 1 C U les morphismes canoniques. En dualisant 14.21.11 (i.e.. en appliquant le foncteur dual au triangle de 
localisation de 14. 2 l.ll applique au dual de £), on obtient le triangle de localisation 

./!./+(£) -> £ - «,«+(£) -fA/+(£)[l]. (6-5.1) 
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Comme U' est affine et lisse, il existe un V-schema formel propre et lisse X', un diviseur T' de X' et Z' un sous-schema 
ferme de X' tel que U'=Z'\ T (voir le debut de|5j}. Grace a IICar04bl 3.3.8] et comme F-D^ lhol (%,) C F-£(j„ 
on en deduit que L(U' ,j + (E),t) = P(U / ,j + (E,),t). De plus, comme dimF < dimt/, par hypothese de recurrence, 
L(y,w+(£),r) = P(Y,u + (£.),t). On conclut grace a |631l637Tl 

□ 



7 Surholonomie des F-isocristaux surconvergents unites 

Soient CP un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme lisse de P, T un diviseur de P tel que 
Tx := T HI soit un diviseur de X. On note F := X \ Tx, uq . X ^ P 1' immersion fermee canonique. 

Lemme 7.1. Soient fo : X' — >X un morphisme projectif, surjectif generiquement fini et etale de k-schemas lisses tel 
que /q 1 (Tx) soit un diviseur de X' . Soient E un isocristal sur Y surconvergent le long de Tx et E' := f^(E) Visocristal 
sur X' \f ' 1 (Tx) surconvergent le long de f^ 1 (Tx) deduit. 

1. II existe alors un morphisme propre et lisse g : CP' — > CP et une immersion fermee u' Q : X' <—> P' telle que go o u' Q = 
«o°/o- 

2. Pour tout n £ N U {°°}, en notant T' := g^ (T), si spx'^V p + (E') (defini dans \1.17t est n-surholonome 
(resp. Spjp^gv T i + {E') et Dspy^^/ T i + {E') sont n-surholonomes) alors sp^^y j + (E) (resp. sp x ^rp T + (E) 
et Dspje^y T + (E)) est n-surholonome ( resp. sont n-surholonomes). 

Demonstration. L' assertion Q] est immediate : on choisit une immersion fermee X' <^-> P' x , dont le composee avec la 
projection W x — > X donne fo puis on prend u' egal au compose X' t — > P^ P' P , CP' egal a l'espace projectif formel de 
dimension r au-dessus de CP et g : CP' — > CP egal a la projection. Notons £ := sp x ^ y T + (E) et £' := sp x i^y, T , + (E'). 

Traitons maintenant [2] Comme la n-surholonomie en tant que Dy ^-module est locale en CP, on peut suppo- 
ser CP affine. Dans ce cas, uq se releve en une immersion fermee u : X CP de V-schemas formels lisses. Comme 
w T (E) — > s Px^a: t + (E) ( vc, i r HCar04al 2.8] ou IICar 05b 4.1.8]), via le theoreme de Kashiwara (voir II . 14b . £ — > 
ut.+ (&Px^x T + (E))- En utilisant l'isomorphisme canonique Ur,+ — > tt+ (voir ll.6.3l , le theoreme de dualite relative 
(voir ll.l iTTt . la preservation de la «-surholonomie par image directe par un morphisme propre, on se ramene ainsi au 
cas ou X = P. 

Prouvons a present que £ est un facteur direct de gr. + (£■')■ Par II. 11.21 on dispose du morphisme d'adjonction 
gr+ °£r(£) — * £■ En composant avec gr+ oRr^, o^(£) — > g T+ og^,(£), on obtient ainsi le morphisme canonique 

gr+°Kr£,o^(£)^£. (7.1.1) 

En remplacant, dans l7.1.Tl £ par Dr(£), il s'en suit le morphisme canonique gr+ oM.F} x , o^oDj-(£) — > Dy(£). En 
appliquant le foncteur dual a ce morphisme, via l'isomorphisme de bidualite et l'isomorphisme de dualite relative 
(voir ll.10.7l et ll.ll.lt . cela donne 

£^g u oD 7 /oKr|,o^oD7-(£). (7.1.2) 
Or, avec [Car05b, 4.1.8] et [Car05b, 4.3.5], on dispose des isomorphismes : 

D r oRTt,o^oD r (£) sp x ,^, r , + ((/ *(£ v )) V ) spx>^?<,T>A E ') ^ Hr£,o^(£). 

II en decoule que le morphisme l7.1.2l est de la forme £ — > oRTt, og^(£), En le composant avec l7.1.fl on obtient 
un morphisme canonique : £ — > £, que Ton note 8. Pour verifier que £ est un facteur direct de + il suffit 
d'etablir que est un isomorphisme. 

Par 11. 91 il suffit de verifier que est un isomorphisme en dehors de T. On se ramene ainsi a supposer T vide. 
De plus, comme £ = sp^Zs) (ou sp : CP a- — > CP est le morphisme de specialisation), d'apres H.17l ce morphisme est 
l'image par sp t d'un morphisme d'isocristaux surconvergents de la forme E — > E. Comme le foncteur restriction a 
un ouvert dense est fidele sur la categorie des isocristaux convergents (cela resulte par exemple [Tsu02, 4.1.3]), pour 
verifier que est un isomorphisme, on peut alors en outre supposer que le morphisme /o est fini et etale. Comme X' 
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est alors affine, F immersion fermee u ! Q : X' <—* P' se releve en une immersion fermee de V-schemas formels lisses u' : 
X' ^ J". 

Comme m' ! o^ ! (£) sp^.(Jq(E)) est un isocristal convergent sur X 1 (i.e., via 11 . 171 est un D x , ^-module co- 
herent 0%/ Q-coherent), c'est en particulier un D^, ^-module coherent. On verifie alors (de maniere analogue a 
ICar04bl 3.1.12]) que Ton dispose d'un isomorphisme canonique (d'ailleurs compatible a Frobenius) u' + u' ] (g ] (£)) — ► 
KrJ x , (g' (£.)) s'inscrivant dans le diagramme canonique : 

M ' +M 'V(£)) — (7-1-3) 

K4'fe ! ( £ )) 

ou le morphisme du haut est le morphisme d'adjonction de u' (via ll.l 1 ."2b . celui du bas est le morphisme canonique 
(par fonctorialite en X' de Rr^.,). 

Le morphisme g+ oR£y og'(E) — > £ est ainsi canoniquement isomorphe au morphisme induit par adjonction 
entre les foncteurs images directes et images inverses extraordinaires par un morphisme propre (a savoir u' et g) : 
g + ou' + ou 1 - og-(E) — ¥ £. Par transitivite de ces morphismes d'adjonction (voir ll.lfl ou plus precisement [Car05b 
1.2.11]), celui-ci est canoniquement isomorphe au morphisme d'adjonction /+/' (£) — > £, obf = gou'. II enresulte, 
par construction de !7. 1.21 a partir de 17 . 1 . 1 1 que £ — > g + o KrL ° g' (£) est canoniquement isomorphisme au morphisme 

canonique d'adjonction £ ^/i/ + (£) — ► f+°f'{&)- 

Comme /o est fini et etale, on dispose d'un foncteur image directe /o* de la categorie des isocristaux convergents 
sur X' vers les isocristaux convergents sur X. Via l'equivalence de categories 11.171 (ici. les diviseurs sont vides), 
/o* (resp. /q) correspond a /+ ou f\ (resp. /■ ou / + ). De plus, le morphisme d'adjonction fo*fo(E) — > E (resp. 
E ^/o H ,/Q(£'))donneviacettecorrespondancele morphisme d'adjonction /+/'(£) — > £ (resp. £ —►/+/'(£)). Comme 
le morphisme compose £ — > /o*/q (E) —> E est egal a la multiplication par le degre de X' sur X, il en resulte que 8 est 
un isomorphisme. 

Ainsi, £ est un facteur direct de gr 1 +(8. r ). Si £' est n-surholonome, comme la n-surholonomie est preservee par 
l'image directe d'un morphisme propre, cela implique que gT,+ (£') — ► £+(£') (voir USD est n-surholonome. Par 
13.3121 £ est done n-surholonome. 

Si £' et D(£') sont n-surholonomes, £ est done n-surholonome. De plus, D(£) est un facteur direct de H)og T ,+ (£'). 
Comme £' est n-surholonome, en particulier £' est Q-coherent et on beneficie done de F isomorphisme de dualite 

relative (voir ll.ll.U : Bog + (£') g+oD(£'). Or, d'apres[LO] gr.+ (£') £+(£')• Ainsi, ©(£) est un facteur 
direct de g + o D(£'). La proposition 13 . 3 12 I nous permet alors de conclure. □ 

Remarques 7.2. • Avec les notations de !7. II comme sp x /^g>/ T i + {E r ) — ► ETjj.,g^ (sp x ^;p r + (■£)) (voir !Car04al 2.8] 
ou HCar05bl 4.1.8]), par l3.3l et l3.8l si sp x ^g> T + (E) est n-surholonome alors spxr^y T i + {E') est n-surholonome. 

• Lorsque E est en outre muni d'une structure de Frobenius, on dispose alors d'un resultat analogue a !7.1l dans un 
cadre plus general (voir [Car06a, 6.3.1]). En effet, la structure de Frobenius permet d'utiliser le theoreme de pleine 
fidelite de Kedlaya (voir BKed04l ). 

Proposition 7.3. Pour tout isocristal convergent G sur X, le D j, ^-module sp z ^g> + (G) est surholonome. 

Demonstration. Comme X est somme de ses composantes irreductibles, il ne coute rien de supposer X irreductible. 
Par recurrence sur n > 0, prouvons la propriete (P„) suivante : 

(P n ) : « Pour tout isocristal convergent G sur X (X <^-> 3 pouvant naturellement varier), le Dy ^-module coherent 
sp x ^y + (G) associe est n-surholonome ». 

L'assertion Pq est un cas particulier de |Car04b 3.1.2.2] (ou alors, on remarque qu'il suffit d'adapter la preuve de 
Pn => Pn+i< i- e - on enleve les foncteurs B, pour etablir Pq). Pour n > 0, en supposant P„ vraie, demontrons P n +\. 

Par HCar05bl 4.1.8], si g : 3 ' — > 7 est un morphisme lisse de V-schemas formels lisses, X' := g^ (X), f : X' — >X 
est le morphisme de £-schemas lisses induit par g et dx'/x es t la dimension relative de X' sur X, alors, pour tout 
isocristal convergent G smX, sp x i^ v , + (f*(G))[d x i/x] —* RL^/ °g'( s Px^9 +{&))• O 1 "' comme g- (sp x ^y + (G)) est 
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a support dans X', le morphisme canonique MTt, og'ispx^y + (G)) — » g'(sPx^y + (G)) est un isomorphisme. D'ou, 
spx'^y + (/* (G))[d x i /x\ g' ( s Px^a> + ^ en resulte qu'il suffit de prouver que pour tout isocristal convergent 
G sur X, pour tout diviseur T de P, B o (T) o sp x ^ y + (G) est n-surholonome. De plus, puisque X est irreductible, 
soit T HX = X soit T HX est un diviseur de X. Le cas ou T C\X =X implique alors Do (^T) o sp^^y + (G) = 0, qui 
n-surholonome. On se ramene done au cas ou T PiX est un diviseur de X. 

Comme le fait que, pour tout isocristal convergent G sur X, pour tout diviseur T de P, P o (T) o sp^^y , (G) soit 
n-surholonome est locale en CP, on se ramene au cas ou CP est affine. L' immersion fermee X^Pse releve alors en 
un morphisme u : X <—> CP de V-schemas formels lisses. Dans ce cas, sp x ^j, + (G) — — » u + osp^G), oil sp : Xk — > X 
est le morphisme de specialisation. Comme le foncteur u+ commute aux foncteurs de localisation (voir II . 15?7b et au 
foncteur dual (voir ll.H~Tl i. on obtient done Bo('r)o s Px^y + u + oHo (JT HX) o sp >N (G). 

La n-surholonomie etant stable par image directe par un morphisme propre de V-schemas formels lisses, on se 
ramene ainsi au cas ou X = P. On pose alors X := CP et 9 = sp„(G). II s'agit de prouver que B o (^T)(9) est n- 
surholonome. 

i) Supposons dans un premier temps que T = 0. D'apres [Car05a|, le foncteur sp^ commute aux foncteurs duaux, 
i.e., D o sp„ (G) ^> sp^ (G v ), ou G v designe l'isocristal convergent sur X dual de G. On conclut alors par hypothese 
de recurrence. 

ii) Traitons maintenant le cas ou T est un diviseur lisse. Comme T est affine et lisse, il existe un relevement de 
V-schemas formels affines et lisses i : T <—* X de 1' immersion fermee T > X. Or, en appliquant le foncteur dual P au 
triangle de localisation de 9 en T, on obtient le triangle distingue 

©( + r)(s) -► B(g) -> DoktJ-(S) -> o( t r)(s)[i]. (7.3.1) 

On sait que / + or(9) KTy(S) (voir 11.15.101 ou HBer02l 4.4.5.2]). Comme r(9) est coherent (car isomorphe 
a sp„(fG)[— 1]), en utilisant le theoreme de dualite relative (voir 11.1 lTTb . il en decoule DoRrJ-(S) — ► /+ oio 
r(S). Or, d'apres respectivement [Car05b 4.3.5] et |Car05b, 4.1.8], le foncteur sp t commute aux images inverses 
(extraordinaire) et aux foncteurs duaux. Ainsi, Do/ ! (S) sp„(f (G v ))[l]. D'ou : BoRrJ,(9) /+(sp^'*(G v )[l]). 
Comme l'hypothese de recurrence implique que sp jf (/*(G v )) est n-surholonome, il decoule alors du theoreme |3.9| que 
i+(sp„,i*(G v )[l]) est n-surholonome et done que BoRrJ-(9) est n-surholonome. 

II resulte alors du triangle distingue |7.3.1| et du cas i), que le faisceau D(^r)(9) est n-surholonome. 

iii) Supposons a present que T soit un diviseur a croisements normaux stricts, i.e. (voir [dJ96, 2.4]), un diviseur tel 
que T soit non vide, pour tout x G T, l'anneau local Oj,x soit regulier, T soit un schema reduit, autrementdit T = jTJ 
avec Ti composantes irreductibles et distinctes de T, et pour tout sous-ensemble non-vide J C /, le sous-schema ferme 
Tj := DjejTj soit regulier et de codimension dans X egale au cardinal de J. 

Effectuons alors une (deuxieme) recurrence sur r > 1, ou r est l'entier qui apparait dans l'expression T = U[ =1 7]. 
Le cas ou r = 1 a ete traite dans ii). Considerons le triangle distingue de Mayer- Vietoris dl. 15.81 ) : 




, (9) - m, (S) © WZ UTi (9) - MZ UT . (9) - KE^ rinJ }(S)[l]. (7-3.2) 



Notons i\ : Ti ^ X, un relevement de l'immersion fermee T\ X. Comme KT_J- — ► h+i\ (voir 11.15. lOt . par 
11.15.11 on obtient l'isomorphisme RTyr TinTj (9) — ► 7in7; (2)- Comme l'image inverse extraordinaire 

commute au foncteur cohomologique local (voir ll.l5T6t . cela implique l'isomorphisme : RT^r rinJ , (9) — > i\ + o 
I^Eu' nnij OiS)- Comme Uj =2 7"i H 7/ est un diviseur a croisements normaux stricts de 7\ et puisque que 4(3) — -* 
sp*(z'*(G))[— 1], l'hypothese de recurrence sur r implique que Ho (J U[ =2 7i flTJ) (z'j (9)) est n-surholonome. II resulte 
alors du cas i) (via un triangle de localisation de i\ (9) en Uj~ =2 ^i H 7/) que D o Mrjj, r nr (ij (9)) est n-surholonome. 
Grace au theoreme de dualite relative (voir ll.H~TT i et a la preservation de la n-surholonomie par image directe par un 
morphisme propre (voir l3.9l >. il s'en suit que BoMT^ TinTj (9) — > 21+ oDoRrJ, T ^ nTj (i\S) est n-surholonome. 

On obtient en outre (via aussi un triangle de localisation) par hypothese de recurrence sur r que B o MTj- (9) © D 
MT^jr Tj (9) est n-surholonome. En appliquant le foncteur B au triangle distingue l7.3.2l il en derive que le complexe 
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OoRrJ-(S) est 71-surholonome. Puis, en appliquant D au triangle distingue de localisation en T de S, via le cas i), il 
en resulte que Do (^T)(S) est «-surholonome. 

iv) Enfin, passons au cas oil T est un diviseur quelconque mais different de l'ensemble vide. Grace au theoreme 
de de Jong sur les alterations de varietes algebriques BdJ96L il existe un ^-schema lisse X' et un morphisme fo '■ 
X' — > X projectif, surjectif et generiquement fini et etale, tels que (T) soit un diviseur a croisements normaux 
stricts de X' . Designons par fG Fisocristal sur Y surconvergent le long de Tx canoniquement deduit de G. Comme 
Dsp^^y T + (j T G) — ► D(^r)(9), il suffit de prouver que Bsp^-^rp T + ( f G) est n-surholonome. 

D'apres [7.1111 il existe un morphisme propre et lisse g : CP' — > CP et une immersion fermee u' : X' <—> P' telle 
que go o u' Q = mo o/q. Or, en notant T' := gn (T), fqfG est un isocristal sur X' \ T' surconvergent le long du di- 
viseur a croisements normaux stricts T' DX' de X' et sp x /^rp; p + (/q/'G) — > (^') s Px'^o" T + (fo*G) Le cas ^ 
implique alors que sp x /^y; p + (fo*pG) et Dsp^/^y/ p + (fopG) sont n-surholonomes. II decoule alors de l7.U2l que 
Dsp^^y T + {fiG) est n-surholonome. 

□ 

Theoreme 7.4. Soit E un F -isocristal unite sur Y surconvergent le long de Tx- Le faisceau sp x ^y t + es * surho- 
lonome. 

Demonstration. On peut supposer X integre. D'apres le theoreme de monodromie generiquement finie de Tsuzuki 
[Tsu02] 1.3.1], il existe un ^-schema lisse X' et un morphisme / : X' — >X propre, surjectif et generiquement fini et 
etale, tels que, si on pose Y' — f^ 1 (Y), T' =X'\Y' et / l'immersion ouverte Y' <— > X', alors il existe G', un (unique) F- 
isocristal convergent sur X' verifiant l'isomorphisme /* (E) ^> (f) G' de F -isocristaux sur Y' surconvergents le long 
de T' , En utilisant le theoreme de desingularisation de de Jong [dJ96|, on peut en outre supposer que le morphisme / 
est projectif et que T' est un diviseur de X'. 

D'apres lTTTl il existe alors un morphisme propre et lisse g : CP' — » CP et une immersion fermee u' : X' P' telle que 
go u'o = u Q°f- En notant T" := (T), comme sp x ,^ ¥ , T „ + (j') T (G r ) C f T")sp x /^ y / p, + (G'), il resulte de 17.31 
et de l3.3!5l que t" +(/) + (^') est surholonome. Puisque f*{E) -^-> (/)^G', il derive de l7.1l que sp x ^;p j + {E) 

est surholonome. 

□ 

Theoreme 7.5. Soient U un k-schema separe et lisse, E un F -isocristal unite sur U et £ := sp u+ (E) I'objet de 
F-lsoc n (U/K) associe (voir \1.2(ft . Alors £ 6 F-9Jly, i.e., £ est un F -Du -module arithmetique surholonome. 

Demonstration. Par construction de sp f/+ , de F-Isoc^ (U/K) et de F-Wl^j (constructions qui s'etablissent par re- 
collement via un recouvrement de U par des ouverts affines), on peut supposer U affine et integre. II existe done 
un plongement de U dans un V-schema formel X propre et lisse, un diviseur T de X tels que U = Z \ T, oil Z est 
1' adherence de U dans P (voir par exemple le debut de I5.lt . D'apres le theoreme de desingularisation de de Jong 
de ldJ96'L il existe un ^-schema lisse Z' et un morphisme fo : Z' — > Z projectif, surjectif et generiquement fini et 
etale, tels que /^'(I flZ) soit un diviseur a croisements normaux stricts dans Z'. De maniere analogue a 17.1111 . il 
existe un morphisme propre et lisse g : X' — + X et une immersion fermee u' Q : Z' > P' telle que go o u' = uo o/o. 
Notons U r := Z' \fo 1 (T HZ), y := X\ T, := 3£f\ g 1 (T), h:}j'^yie morphisme induit par g, E' le F-isocristal 
surconvergent unite sur U' deduit de E, E (resp. E') le F-isocristal convergent sur U (resp. U') deduit de E (resp. E'). 

D'apres DCar06aJ 6.3.1], Kr^ ! (£) est dans 1' image essentielle de sp z ,^^, + (pour plus de precisions, voir 
la remarque |7.6t . De plus, on dispose des isomorphismes : 

W? z ,g\m' Kr^,/2 ! (£|y) ^ Kj4,,A ! (s Pf/ ^ ;+ (£)) s Pu ,^ + (E'), (7.5.1) 

le dernier isomorphisme provenant de [Car04a| ou de |Car05b, 4.1.8]. 

Grace au theoreme de pleine fidelite de Kedlaya du foncteur restriction en dehors du lieu de surconvergence (voir 
OKed04l ) et a la pleine fidelite du foncteur sp z ,^^, g -i^pj + , pour verifier que Ton dispose d'un isomorphisme de la 

forme Rr_ z ,g ! (£) — > sp z ,^ x , g -i^ + (E'), il suffit alors de le voir en dehors de g^ l (T), ce qui decoule de 17.5.11 
Cela implique, d'apres BCar06al 6.3.1], que £ est un facteur direct de g + sp z ,^£, -irp, + (E r ). Via le theoreme 17.41 
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s Pz'^£' g~ l {T) est surholonome. Les proprietes de stabilite de la surholonomie (voir l3.3l2l et |3.9l ) nous permettent 
de conclure. □ 

Remarques 7.6. Avec les notations de la preuve de 17.51 il resulte de la description de l'image essentielle du fonc- 
teur sp z ,^£, g-i(y) + de ||Car05bl 4.1.9] et de celle de la derniere phrase du theoreme de Berthelot de 11.171 qu'un 

^x'^So ' (r))Q-coherent et a support dans Z' est dans l'image essentielle de s Pz'^x' g~ l (T) + s * et seu l ement si sa 
restriction en dehors de gQ l {T) est dans l'image essentielle de sp^,^/ + . 

Ainsi, (si ce fait peut sembler quelque peu abrupte dans la preuve de ICar06al 6.3.1]), pour voir que Rr3,,g ! (£) est 
dans l'image essentielle de sp z ,^ x , f -i(y) + > il suffit alors d'invoquerl'isomorphisme : Kr£/g ! (£)|y' sp U f^yi + (E'). 



8 Sur les conjectures de la stabilite de l'holonomie 

Soit / : X — > y un morphisme de V-schemas formels lisses. Considerons les conjectures suivantes : 

A) On suppose que X se plonge dans un V-schema formel propre et lisse. Si £ est un objet de F -D^ ol (T> x q) a 
support propre sur y, alors l'image directe /+(£) appartient a F-D^ ol (Dy q). 

A') Si / est propre et £ est un objet de F-D^ ol (D x Q ), alors /+(£) appartient a F-D\ oX (D\^ q ). 

B) Si 3" est un objet de F-D^ ol (Dy q), alors l'image inverse extraordinaire f (3) appartient a F-D^ ol (T> x q). 

C) Si Z est un ferme de X et si £ appartient F-Z)£ ol (D^ Q ), alors Kr£(£) appartient a F-Z)^ ol (D^ Q ). 

C) Si Z est un ferme de X et si £ appartient F-D^ ol (Dy Q ), alors (^Z)(£) appartient a F-Djj ol (Dy q). 

Rappelons que dans [Ber02 5.3.6], Berthelot a enonce les conjectures A (sans l'hypothese « X se plonge dans un 
V-schema formel propre et lisse »), B et C ci-dessus. D'apres [Ber02 5.3.6], les conjectures B et C sont equivalentes. 
De plus, via le triangle de localisation en Z, on remarque que les conjecture C et C' sont equivalentes. 

Lemme 8.1. On suppose la conjecture B verifiee. Alors, pour tout V-schema formel lisse X, un F-D x ^-module 
coherent est holonome si et seulement s'il est a fibres extraordinaires finies (voir \2.l\ . 

Demonstration. Comme la conjecture B est supposee verifiee, il est clair qu'un F-T> x ^-module holonome est a fibres 
extraordinaires finies. Reciproquement, soit £ un F-"D X ^-module coherent a fibres extraordinaires finies. Prouvons 
par recurrence sur la dimension de son support, note Z, que celui-ci est holonome. D'apres l2~4l £' := Jf°B o J£°D(£) 
est le plus grand sous-F-D^ Q-module holonome de £. D'apres |Ber02| 5.3.5(ii)], le terme du milieu d'une suite 
exacte courte de F-D x Q-modules coherents est holonome si et seulement si les deux autres termes le sont. Pour 
obtenir l'holonomie de £, il suffit alors de prouver celle de £/£'. Or, la conjecture B etant supposee vraie, £' est a 
fibres extraordinaires finies. Comme £' et £ sont alors a fibres extraordinaires finies, il en est done de meme de £/£'. 
Par hypothese de recurrence, il suffit alors verifier que la dimension du support de £/£' est strictement inferieure a 
celle de Z. Or, on deduit de !2.2l que l'inclusion £' C £ est un isomorphisme au dessus d'un ouvert il de X induisant un 
ouvert dense de Z. Par consequent, £ /£' est nulle au dessus de il et son support est de dimension strictement inferieure 
a celle de Z. D'oii le resultat. □ 

Proposition 8.2. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. La conjecture B est exacte ; 

2. Pour tout V-schema formel lisse X, un F -complexe £ de F-D^ oh (D x q) est holonome si et seulement s'il est 
surcoherent ; 

3. Pour tout V-schema formel lisse X, un F -complexe £ de F-D^ oh (D T x q) est holonome si et seulement s'il est 
surholonome. 
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Demonstration. Prouvons d'abordQJ =>T2|) . Comme la conjecture B est supposee vraie, il est clair qu'un F-complexe 
de F-D h i(f^ q) so ^ surcoherent. Reciproquement, soit £ G F -D^ mcoh (T> x q). Pour tout entier Z, Jf'(£) sont alors 
des F -D^ Q-modules surcoherents (voir ll.loT i. En particulier, ils sont alors a fibres extraordinaires finies. II resulte 

alors du lemme [Pi que pour tout entier /, "K (£) sont des F -T> x ^-modules holonomes. Ainsi, £ est holonome. 

Verifions|2]) =^[3]). Comme l'holonomie est stable par foncteur dual (voir IVirOOl III.4.4]), 1" assertion [2]i implique 
que la surcoherence est stable par foncteur dual. II en resulte que les notions de surcoherence et de surholonomie sont 
equivalentes (voir la deuxieme remarque l3.21 i. D'oii :[2| =^[3]). 

Enfin, 1' implication [3| =*TT| decoule de la stabilite par image inverse extraordinaire de la surholonomie ( 13.8b . 

□ 

Remarques 8.3. II resulte de |8.2| que si la conjecture B est exacte alors les notions d'holonomie, de surcoherence et de 
surholonomie sont equivalentes. 

Proposition 8.4. Soient T diviseur de X, £ et J G F-D^ oh (T>l c CT)Q) nF-D^ ol (D^ q). Si la conjecture B est validee, 
alors 

1. le F-complexe D r (£) appartient a F-^ oh (D^( + r) Q ) nF-7J>£ ol (2)^ Q ), 

2. le F-complexe £<g)^ (tr) IF (voir U.10.4t appartient a F-D h coh {V x ( f T)®) nF-DlJV xq ). 

Demonstration. D'apres [TT9l comme £ et ( + 7)(£) sont des complexes a cohomologie ©^(^T^-coherente, le mor- 
phisme canonique £ — > ('T)(£) est un isomorphisme car il Test en dehors de 7. Cela implique Fisomorphisme : 
I>r(£) «-^- ©r( T r)(£). Le foncteur dual commutant a l'extension des scalaires, il en resulte ©r(£) -^-> (^7)D(£). 
Le foncteur D stabilisant l'holonomie, ED(£) est holonome. Comme la conjecture B equivaut a la conjecture C, elle 
implique la stabilite de l'holonomie par le foncteur (^T). Ainsi, (^7)B(£) est holonome. D'ou[T|i. 

Passons a la deuxieme propriete. Soient p\, p2 : X x§ X — > X les projections respectives a gauche et a droite, 8 : 
X X x § X l'immersion diagonale. Comme en particulier £, J G F-D^ h(^x q)' ^ ex i ste > 3^*' G cohC^ie ) 
tels que £ -^-> lim£^*\ £F -^-> limJ'W (voir II. 8b . Par commutation (a un decalage pres) du foncteur image inverse 
extraordinaire au produit tensoriel interne (cela resulte de [BerOQ] 3.3.1] ou de HCar04bl 1.2.22]), on obtient : 

5 ! (£W|; s? W) =5 ! bi(£W)® t ^ gXQjP i(3-W)[-2^]) fiW^^^Hj]- (8-4.1) 

Or, d'apres [1.4.21 le foncteur (^7) est canoniquement isomorphe au foncteur OxCt)q'Sio x On en deduit Fiso- 
morphisme : 

( t r)(£(-) t oT (t r)(£ (.) ) ®t o ^ tr ^ ( t r)(g ,(.) ) . (8A2) 

Comme l'holonomie est stable par produit tensoriel externe (voir |B er02| 5.3.5.(v)]), par image inverse extraor- 
dinaire et par foncteur de localisation, il resulte de 18.4.11 et de 18.4.21 que Hm^rXfiW)®*^ (tr)(gr(»))) est 

holonome. Comme £ ( f 7)(£) -^U lim( t r)(£W) et aussi J -^-» lim (tr)^')), on obtient : 

iim(( t r)(£C))^ (fr)Q ( + r)(jW ) ) iim(tr)(£«)®t 2(tr)(jl i rn( t r)(J (.) ) ^ £®; 2(tr)Q j. 

L + 

Ainsi, £(g) ' , + „. J est holonome. □ 

Ox( T )Q 

Lemme 8.5. Soient Z un sous-schema ferme integre d'un k-schema lisse X et Z' un sous-schema ferme de Z. On 
suppose que dimZ' < dimZ < dimX. // existe alors un diviseur T de X tel que T D Z' et T 7) Z. 

Demonstration. Soit (X;) un recouvrement fini d'ouverts affines de X. En choisissant un element non nul de l'ideal 
de definition de Z' fll; dans X, qui n' appartient pas a celui de ZDXj dans Xj, on lui associe un diviseur 7) de X; tel 
que 7) 3 Z' flX,- et 7; 75 ZflX;. En notant 7; l'adherence schematique de 7) dans X, on pose 7 := U,- 7;. On a 7 D Z'. 
Supposons par l'absurde que 7 D Z. Comme Z est integre, il existe un i tel que 7,- D Z. D'oii 7] = 7"; DXi D ZC\Xj. 
Contradiction. □ 
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Lemme 8.6. Soient b : 33' — > 33 un morphisme etale de V-schemas formels lisses de dimension relative nulle et 
£ G ^coh^aj q)- ® n dispose de I'isomorphisme canonique £> ! IDvjj(£) — ► 1D>q}/& ! (£) compatible a Frobenius. 

Demonstration. Comme b est etale, £> ! (£) = D'^, ^ 8^,^* fc _1 £. Notons (CD^ q <8>0qj q G^q)! l e -^so Q-bimodule 
a gauche egal a D^j q Q CO^q mais dont on a inverse les structures droite et gauche. De meme avec des primes. 
Avec ces notations, on obtient alors Fisomorphisme canonique : ^((^^Q ®°sj,«2 ^srMjW ~^ (^aj'.Q ® °qj'.q ^'.q)' 
oil l'indice « d » signifie que nous choisissons la structure droite de CD^ ^-module a gauche sur (D^ q (Eiqjj q ^^q)! 
pour calculer le foncteur b\ On beneficie des isomorphismes : 

/7 ! MJ{ O m I) t j jj (£,(Ii^ Q Cg) 0!0Q C0^ Q ) t )[ £ / S /] RJ{om i _ 1I) -f jjj (/7- 1 (£),^((2)^,Q«>o 2J , Q C0 2 , 1 Q) t ))[rfy] 

M5£o» Vll) t jo (fe- 1 (£),(D^ XJ «)o (rJ , X j(0 2 j! Q ) t )[ £ / S /] RMom I) i j ^(/7 ! (£),(©^ Q (8) 0!n , i0 co (15 ! X j) t )[ £ /i/], 

oil, pour calculer les foncteurs WKom, nous prenons les structures gauches respectives (des bimodules a gauche) et ou 
le premier isomorphisme se deduit par exemple de |Car05a, 2.1.12.(i)]. On conclut ensuite via les deux isomorphismes 
de transposition compatibles a Frobenius (D^ Q ®o WM G%* Q )t B aj,Q ®O m<q <%j Q et (K^, jQ ®o m , tQ <%J Q )t 
D aj',Q ® <V,q <%J Q (voir ||Car05a| 2.1.7]). □ 

8.7. Soient b : 33' — > 93 un morphisme fini, etale et surjectif de V-schemas formels hsses et £ G D^ oh (D^, q) n 

z) coh( C) w.Q)- Le foncteur b+ : 0^ oh (D^, Q ) -» ^ oh (D^ Q ) est adjoint a gauche (resp. a droite) de fo ! (resp. b + ) : 

D^ oh (D^, q) — ^D^^D'cg, q). Or, d'apres l876l b + b\ On obtient done les morphismes d'adjonction £ — > b + b'(£.) — > 
£. Le compose £ — + £ est la multiplication par le degre de b et est en particulier un isomorphisme. 

En effet, avec le theoreme de dualite de Grothendieck, le foncteur /?* : D^ oh (2)^, _) nDj? oh (0<jj'.Q) ^Z)^ oh (Djj q) fl 

<h(0«.Q) est ad J oint ^ droite et a 8 auche de b* ■ ^ oh (D^, Q ) nDb oh (02,. Q ) D^JD^ Q ) nD^(0^ iQ ). De plus, 
le compose £ — > b t b*(£.) — > £ induit par adjonction, est la multiplication par le degre de £>. Comme = par 
unicite des foncteurs adjoints, il en decoule que £ — > b + b (£.) — > £ est la multiplication par le degre de 

Proposition 8.8. Lei conjectures A' et B impliquent la conjecture A. 

Demonstration. Soit £ un objet de F-D^ ol (T>^ x q) tel que son support note Z soit propre sur y. Notons uq ' Z ^ X 
l'immersion fermee canonique. 

Etape 1 . Dans un premier temps, supposons que le support Z de £ soit lisse. Par hypothese, il existe une immer- 
sion p : X CP avec CP un V-schema formel propre et lisse. On pose 8 = (p,/) : X > CP x y. Comme la projection 
T 1 x y — » y est propre, via la conjecture A' que nous supposons exacte, pour prouver que /+ (£) est holonome, il suffit 
de verifier que 5+(£) est holonome. Comme cela est local en CP x y, on peut supposer CP x y affine. Puisque Z et P x Y 
sont propres sur Y, la F-immersion 8o o uq = (po o mo,/o o uq) : Z <— > P x 7 est propre, done fermee. II en resulte que Z 
est aussi affine et done que Z > X se releve en un morphisme u : Z + X de V-schemas formels lisses. D'apres 1' ana- 
logue /?-adique de Berthelot du theoreme de Kashiwara Cvoir ll . 14t . £ est de la forme m+(CF), avec 5F G F-D^^D^ q). 

D'ou : 8 + (£) — ^* 8+«+(£F) (8ow) + (Cf). Comme So « est une immersion fermee, on conclut via le theoreme de 
Kashiwara (voir |1.14| i que 5 + (£) est holonome. 

Etape 2. Prouvons maintenant, par recurrence sur la dimension de Z, que /+(£) appartient a F-D^ ol (Dy q). 
Lorsque dimZ = 0, Z est lisse et cela resulte alors du premier cas. Supposons done dimZ > et le theoreme vrai 
lorsque dimZ est strictement inferieure. 

Etape 3 (Reduction au cas oil £ est « associe » a un F -isocristal surconvergent). En considerant la deuxieme suite 
spectrale d'hypercohomologie du foncteur /+, on se ramene au cas ou £ est reduit a un terme. Soient Z\, . . . ,Z„ les 
composantes irreductible de Z. Quitte a les reordonner, supposons dimZi = dimZ. Posons Z' = U,=2 „Z. Comme 
on suppose la conjecture B vraie, les complexes du triangle distingue de Mayer- Vietoris Cvoir ll . 15781 : 

RLl inZ '( £ ) ^Kr^(£)®R4,(£) ™>Mr^(£) -+HT^ inz , (£)[!] (8.8.1) 
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sont holonomes et a support propre sur Y. De plus, comme £ est a support dans Z, le morphisme canonique Kr|(£) — > 
£ est un isomorphisme (voir |Car04b, 2.2.9]). En appliquant / + a l8.8.1l quitte a proceder a une seconde recurrence sur 
le nombre de composantes irreductibles de dimension dimZ, on se ramene alors au cas oil Z est integre. 

D'apres le theoreme de desingularisation de de Jong ([dJ96]), il existe un morphisme ho : Z' — > Z surjectif, projectif, 
generiquement fini et etale tel que Z' soit integre et lisse. Le morphisme ho se decompose en une immersion fermee 
Z' ¥' z suivi de la projection ¥' z — > Z. En notant X' le complete /5-adique de ¥' x , g : X 1 — > X la projection canonique, 
Kq :Z'^X' l'immersion fermee induite, on obtient l'egalite go ° u' Q — uq o /io- 

II existe un ouvert il de X tel que V := ZDU soit un ouvert lisse non vide de Z et tel que V soit inclus dans un 
ouvert affine et lisse W de Z tel que /zq '(W) — > W soit fini et etale. Notons il' := g~ l (iX), a : il' — >ille morphisme 
induit par g. II existe alors des morphismes b : 03' — > 03, v : 03 <^-> il et v' : 2J' il' de V-schemas formels lisses 
relevant de respectivement fyy 1 (V) — > V, V <^-> U et /!q 1 (V) '—*UL tels que aoV = vob (en effet, W se releve, done V 
et V' aussi, puis on choisit un relevement v, puis un autre de la forme 03' — > il' 03). 

Grace a [Ber02 5.3.5.(i)] (ou a l2.2l et [8T2b . quitte a retrecir il, on peut en outre supposer qu'il existe un isocristal 
convergent G sur V verifiant £|il — ► v+sp t (G). Grace au lemme [831 (applique aXDZD Z\ V), quitte a retrecir il, 
on se ramene au cas oil T := X \ U est le support d'un diviseur de X. On pose T' :— gQ l (T). 

Comme Z' est integre et lisse, que Z' n T' ne contient pas Z' (car bo est fini et etale et dimZn T < dimZ), Z' n T' 
est un diviseur de Z'. On dispose done du foncteur pleinement fidele spz'^x' p., 

Comme MTj.£ est a support dans T flZ, son support est done propre sur Y et de dimension plus petite que celle de 
Z. Par hypothese de recurrence, ./+(KrJ.£) est done holonome. En appliquant /+ au le triangle de localisation de £ en 
T, on se ramene ainsi a etablir l'holonomie de /+ ((^T)£). 

Etape 4 : avec les notations de l'etape 3, on verifie que (( T T)£) est un facteur direct de gT t+ W^ z ,gj{(}T)E). 
Via le theoreme de Kashiwara (voir ll,14"l ). on obtient le dernier isomorphisme de la suite d'isomorphismes compa- 
tibles a Frobenius : 

(Rr^,^(( t r)£))|il v' + v' ! a ! (£|il) -^-> v^/fi'v+sp^G) v' + b'sp t {G) v' + sp,(fc*(G)). (8.8.2) 

De meme, grace au theoreme de dualite relative compatible a Frobenius applique aux immersions fermees v et v' (voir 
[Car05c, 2.4.3] ou son resume), au theoreme de Kashiwara (voir 11.141 . a 18.61 et au theoreme de bidualite (|Vir00 
II. 3. 5]), on obtient respectivement le deuxieme, troisieme, quatrieme et cinquieme isomorphisme compatible a Frobe- 
nius de la suite : 

(B x ,j,oR^ z ,g { T B XJ (CT)E))\il^ %/ovVv' ! a ! D u v + sp,(G) 

(G) v' Pm//7 ! Dmsp : (G) 

y' + ©^©^/7 ! sp,(G) v> ! sp,(G) v' + sp*(Z>*(G)). (8.8.3) 

18.61 



On deduit de l8X2l et [8X3l que WT} z ,gj.(( f T)E.) et B x >j> o Mr^,g^n X:T (^T)E) sont dans l'image essentielle de 
s Pz'^x' T'+ (voir l a remarque 17.6b . D'apres [Car06a 5.3.1], comme d'apres Kedlaya le foncteur restriction qui a un 
F-isocristal sur Z' \ T' surconvergent le long de T' H Z' associe le F-isocristal convergent sur Z' \ T ! correspondant 
est pleinement fidele (voir par exemple HKedcl 4.2.1]), on en deduit que pour verifier que WT^,g'j-(( r T)8,) et Hi x r T i o 
R£!z'8t^ > x,t(( , 'T)E) sont isomorphes, il suffit de le voir en dehors de T', ce qui est bien le cas d'apres [8.8.2l et l8TQl 

Or, d'apres fT.l 1.21 on dispose des morphismes d' adjonction gT+K£^ z ,gY(CT)E) — > (^T)E et (T)£ gr.+^x'j' ° 
^■I^z'Sr^xjiCTjE) (pour le deuxieme, on applique le foncteur dual et on utilise l'isomorphisme de dualite relative). 
On obtient ainsi la suite de morphismes : 

( f r)£ -> g r , + Mr^(( + r)£) -> ( t r)£. (8.8.4) 

Par ll .91 pour prouver que ce compose est un isomorphisme, il suffit de le verifier au dessus de il. La fleche de droite 
de l8.8.4l restreinte a il, est canoniquement isomorphe au morphisme induit par adjonction a + v' + v' ! a ! (£|it) — ► £|il (voir 
13. 1 3. Il et l8.3b . Par transitivite des morphismes d' adjonction (voir |Car05b, 1.2.1 1] ou |1.12t . il est alors canoniquement 
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isomorphe au morphisme constmit par adjonction : v+fe+i'v (£|it) — » £|it. Avec le theoreme de Kashiwara (voir 
11.14b . en lui appliquant v, on obtient le morphisme : fc+Z» v (£|il) — > v(£|it). D'un autre cote, la fleche de gauche de 
I8.8.4| restreinte a il est canoniquement isomorphe au morphisme induit par adjonction £|il— > a + v' + v /+ a + (£\ii). Par 
transitivite, il correspond au morphisme d'adjonction £|il — > v + b+b + v + (£.\ii). En lui appliquant v , on obtient done 
(modulo vv= -^-» W) le morphisme v (£|il) — > £> + Z? + v + (£|il). 

Or, comme £ — ► v + sp t (G), le theoreme de Kashiwara et l'isomorphisme de dualite relative donnent v + (£ |il) — > 
v (£|il) — ► sp^G). De plus, d'apres [8~6l b + — > b\ En appliquant v a la restriction sur ii de [8.8.4l on obtient done 
la suite de morphismes construits par adjonction : sp t (G) — > fe+fc ! (sp t (G)) — > sp jf (G). D'apres liTTl ce compose est un 
isomorphisme. On a ainsi etabli que le compose de 18.8.41 est un isomorphisme, ce qui implique que ((JT)E) est un 
f acteur direct de gr,+ MT} z , gj- ( (*T) £) . 

Etape 5 (Conclusion). On deduit de l'etape 4 que / + ((^T)£) est un facteur direct de f+(gT,+^£} z igT{C'T )£))• 
Comme f+gr.+ f+g+ f °8+ et comme Rr^,gy((^r)£)) est a support dans Z' qui est propre sur Y et lisse, 
d'apres le cas lisse (i.e., l'etape 1), le F-complexe /+(gr,+K-r!,,g^((^ T)£)) est holonome. D'ou le resultat. 

□ 

Theoreme 8.9. La conjecture B implique les conjectures A et A'. 

Demonstration. D'apres [8~2l si la conjecture B est exacte alors les notions de surcoherence et d'holonomie sont equi- 
valentes. Comme la surcoherence se preserve par l'image directe d'un morphisme propre ([Car04b, 3.1.9]), il en serait 
de meme pour l'holonomie, i.e., la conjecture A' est une consequence de la conjecture B. Par l8.8l il en resulte que la 
conjecture B implique la conjecture A. □ 
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